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Crescimento Assintoético de Funcoes

@ Custo da solugdo aumenta com o tamanho n do problema

e O tamanho n fornece uma medida da dificuldade para resolver o
problema

@ Tempo necessario para resolver o problema aumenta quando n
cresce

e Exemplo: nimero de comparagbes para achar o maior elemento
de um vetor(array) ou para ordena-lo aumenta com o tamanho da
entrada n.

@ Escolha do algoritmo nao é um problema critico quando n é
pequeno.
@ O problema é quando n cresce.

@ Por isso, € usual analisar o comportamento das fun¢des de custo
quando n é bastante grande.
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Comportamento Assintético

@ Vamos comparar fungdes assintoticamente, ou seja, para valores
grandes, desprezando constantes multiplicativas e termos de
menor ordem.

n = 100 n = 1000 n=10%] n=10° [ n=10°
log n 2 3 4 6 9
n 100 1000 107 10° 10°
nlog n 200 3000 4.10* | 6-10° | 9.10°
n’ 10* 10° 108 1012 1018
100n? +15n | 1,0015-10° | 1,00015 10% | ~ 1010 | ~ 10™ | ~ 10%
2" ~1,26-10% | ~ 1,07 - 103" ? ? ?
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Comportamento Assintético

1 milhdo (108) de operacdes por segundo

Fungéo de custo 10 20 30 40 50 60
n 0,00001s | 0,00002s | 0,00003s | 0,00004s | 0,00005s | 0,00006s
? 0,0001s 0,0004s 0,0009s 0,0016s 0,0025s 0,0036s
m 0,001s 0,008s 0,027s 0,064s 0,125s 0,216s
n’ 0,1s 3,2s 243s 1,7min 5,2min 12,96min
2n 0,001s 1,04s 17,9min 12,7dias | 35,7 anos | 366 séc.
3" 0,059s 58min 6,5anos | 3855séc. | 10%séc. 10"3séc.
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Comportament® Assintético

Influéncia do aumento de velocidade dos computadores no tamanho x
do problema

Fungdo de custo | Computador Atual (C) | Computador 100C | Computador 1000C
n X 100x 1000x
n X 10x 31.6x
m X 4,6x 10x
2n X X+ 6,6 x+10

(Tabela 1.4 Pagina 18) Nivio Ziviani. Projeto de Algoritmos com implementagbées em C e Pascal.
Editora Thomson, 2a. Edi¢ao, 2004.
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Comportamento Assintotico

@ Se f(n) é a fungéo de complexidade de um algoritmo A

e O comportamento assintético de f(n) representa o limite do
comportamento do custo (complexidade) de A quando n cresce.

@ A analise de um algoritmo (funcao de complexidade)

e Geralmente considera apenas algumas operagbes elementares ou
mesmo uma operacao elementar (e.g., 0 nimero de comparagdes).

@ A complexidade assintética relata crescimento assintotico das
operagdes elementares.
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Relacionamento assintotico

Definicao

Uma fungdo g(n) domina assintoticamente outra fungédo f(n) se
existem duas constantes positivas ¢ e m tais que, para n > m, tem-se

|f(n)| < clg(n)|.

lempo

tamanho
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Relacionamento assintotico

g(n)=nef(n)=n?
|n| < |n?| paratodo n € N.
Parac=1em=0=|g(n)| < |f(n)].
Portanto, f(n) domina assintoticamente g(n).
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Notacao O

@ Knuth criou a notagdo O (O grande) para expressar que g(n)
domina assintoticamente f(n), escreve-se f(n) = O(g(n)) e 1é-se:
"f(n) é da ordem no méaximo g(n)".

@ Para que serve isto para o bacharel em Sistemas de Informagéao?

e Muitas vezes calcular a fungéo de complexidade g(n) de um
algoritmo A é complicado.

o E mais facil determinar que f(n) é O(g(n)), isto &, que
assintoticamente f(n) cresce no maximo como g(n).
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Notacao O

O(g (n)) = { f (n): existem constantes positivas c e ng tais que
0 < f(n) < cg(n), para todo n > ngy }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n) cresce no
maximo téo rapidamente quanto g(n).

<8

lempo

tamanho
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Notacao O

O(g (n)) = { f (n): existem constantes positivas ¢ e ng tais que
0 < f(n) < cg(n), para todo n > ngy }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n) cresce no
méximo téo rapidamente quanto g(n).

v

3n? —2ne O(n?)

Valores de ¢ e ng que satisfazem a definicdo sao

c=3en=2
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Notacao Q

Q(g (n)) = { f (n): existem constantes positivas c e ny tais que
0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n) cresce no
minimo t4o lentamente quanto g(n).

tempo

tamanho
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Notacao Q2

Q(g (n)) = { f (n): existem constantes positivas c e ny tais que
0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n) cresce no
minimo t4o lentamente quanto g(n).

3 —2ne Q(n?)

Valores de ¢ e ng que satisfazem a definicdo sao

c=en=2
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Notacao ©

©(g (n)) = { f (n): existem constantes positivas cy, ¢, e ny tais que
0 < cyg(n) < f(n) < cog(n), para todon > ny }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entéo f(n) cresce tao
rapidamente quanto g(n).

c2g

cg

tempo

tamanho
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Notacao ©

©(g (n)) = { f (n): existem constantes positivas ¢y, ¢, e ny tais que
0 < cyg(n) < f(n) < cog(n), para todon > ny }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entéo f(n) cresce tao
rapidamente quanto g(n).

v

3n? —2ne o(rP)

Valores de ¢y, ¢ e ng que satisfazem a definicao sao

1 3
C1:§,02:§en0:2
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o(g (n)) ={ f (n): para toda constante positiva c, existe uma constante
ng > 0 tal que 0 < f(n) < cg(n), para todo n > ngy }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € o(g(n)), entao f(n) cresce
mais lentamente que g(n).

100012 € o(n®)

Para todo valor de ¢, um ny que satisfaz a definicdo é:

no = 19907 4 1
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w(g (n)) ={ f(n): para toda constante positiva c, existe uma constante
ng > 0 tal que 0 < cg(n) < f(n), para todo n > ngy }.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € w(g(n)), entdo f(n) cresce
mais rapidamente que g(n).

4

10551 € w(n)

Para todo valor de ¢, um ng que satisfaz a definicao é:
n, = [1000c¢] + 1
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Definicoes equivalentes

f(n) € o(g(n)) se I| (( )) =0
f(n)

f(n) € O(g(n)) se I|m —=

a(n)
. f(n)
f(n) € ©(g(n)) se 0< nll_)moo G < 00
. f(n)
f(n) € Q(g(n)) se ntmw ) >0

. f(n)
f(n) € w(g(n)) senh_)mOo M —

Estas definicdes equivalentes ndo serao utilizadas como método de
demonstracao de relagbes assintéticas ao longo deste semestre, pois
envolvem calculos de limites que estao fora do contexto desta disciplina.
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Propriedades das Classes

Reflexividade:

f(n) € O(f(n)).

f(n) € Q(f(n)).

f(n) € ©(f(n)).

Simetria:

f(n) € ©(g(n)) se, e somente se, g(n) € ©(f(n)).

Simetria Transposta:

f(n) € O(g(n)) se, e somente se, g(n) € Q(f(n)).
f(n) € o(g(n)) se, e somente se, g(n) € w(f(n)).
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Propriedades das Classes

Transitividade:

Se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entdo f(n) € O(h(n)).
Se f(n) € Q(g(n)) e g(n) € Q(h(n)), entéo f(n) € Q(h(n)).
Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € ©(h(n)), entdo f(n) € ©(h(n)).
Se f(n) € o(g(n)) e g(n) € o(h(n)), entdo f(n) € o(h(n)).
Se f(n) € w(g(n)) e g(n) € w(h(n)), entdo f(n) € w(h(n)).
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Operacoes com a notacao O

f(n

)
c x f(n)

O(f(m) + O(f(n))
O(O(f(n)))
O(f(m) + O(g(n))
(f(n)) (g(n);

Sy OSSO ONONO)
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Quais as relagdes de comparacao assintética (O, 2, ©) das fungoes:

fy (n) =27

fo(n)=2"

fz3(n) = nlog n

fa(n) =log n

fs(n) = 10012 + 150000n
fs(n) =n+logn

f(n) =n?

fs(n) =n

fi

fa

f3

fa

f5

fs

7

fs

fi

f3

©

fa

f5

f7

fg

Exercicio alternativo: ordene as fungOes acima da de menor valor (para
valores de n suficientemente altos) até a de maior valor. Entre cada para de

funcdes indique a relacdo correta: o (o pequeno) ou O (teta).
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