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Custo de Algoritmos Recursivos

@ Medir o niimero de operacoes de algoritmos
iterativos (ou seja, sua Fungdo de Complexidade) é
razoavelmente facil.
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Custo de Algoritmos Recursivos

@ Medir o niimero de operacoes de algoritmos
iterativos (ou seja, sua Fungdo de Complexidade) é
razoavelmente facil.

e Contamos as operacoes desejadas, tomando cuidado com
chamadas a métodos e lacos
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Custo de Algoritmos Recursivos

@ Medir o niimero de operacoes de algoritmos
iterativos (ou seja, sua Fungdo de Complexidade) é
razoavelmente facil.

e Contamos as operacoes desejadas, tomando cuidado com
chamadas a métodos e lacos

@ Como medimos, contudo, o nimero de operacdes de
algoritmos recursivos?
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Custo de Algoritmos Recursivos

@ Medir o niimero de operacoes de algoritmos
iterativos (ou seja, sua Fungdo de Complexidade) é
razoavelmente facil.

e Contamos as operacoes desejadas, tomando cuidado com
chamadas a métodos e lacos
@ Como medimos, contudo, o nimero de operacdes de
algoritmos recursivos?

e Via relagdes de recorréncia
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Custo de Algoritmos Recursivos

Relacao de Recorréncia

Uma recorréncia é uma equag¢do (ou inequagdo) que
descreve uma funcao em termos de seu valor com
entradas menores.
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Custo de Algoritmos Recursivos

Relacao de Recorréncia

Uma recorréncia é uma equag¢do (ou inequagdo) que
descreve uma funcao em termos de seu valor com
entradas menores.

@ Trata-se de um modo de definir uma funcao por
uma expressao envolvendo a mesma funcdo, com
um ou mais valores anteriores
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Custo de Algoritmos Recursivos

Relacdo de Recorréncia

Uma recorréncia é uma equag¢do (ou inequagdo) que
descreve uma funcdo em termos de seu valor com
entradas menores.

@ Trata-se de um modo de definir uma funcao por
uma expressao envolvendo a mesma funcdo, com
um ou mais valores anteriores

@ Ou seja, uma expressao recursiva para a definicdo
de uma funcao
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Relacoes de Recorréncia

@ Quais os 5 primeiros valores da recorréncia T (n)
abaixo?

1 =1.
Ty = 4% se n
T(n—1)+3, paran>2
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Relacoes de Recorréncia

@ Quais os 5 primeiros valores da recorréncia T (n)
abaixo?

1 =1.
Ty = 4% se n
T(n—1)+3, paran>2

o 1,
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Relacoes de Recorréncia

@ Quais os 5 primeiros valores da recorréncia T (n)
abaixo?

1 =1.
Ty = 4% se n
T(n—1)+3, paran>2
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Relacoes de Recorréncia

@ Quais os 5 primeiros valores da recorréncia T (n)
abaixo?

1 =1.
Ty = 4% se n
T(n—1)+3, paran>2
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Relacoes de Recorréncia

@ Quais os 5 primeiros valores da recorréncia T (n)
abaixo?

1 =1.
Ty = 4% se n
T(n—1)+3, paran>2

e 1 4 7, 10,

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Relacoes de Recorréncia

@ Quais os 5 primeiros valores da recorréncia T (n)
abaixo?

1 =1.
Ty = 4% se n
T(n—1)+3, paran>2

o1 4 7 10, 13
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Relacoes de Recorréncia

@ Embora a relacdo de recorréncia defina a funcao de
custo de forma unica, calcular seu resultado final é
bem mais dificil
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Relacoes de Recorréncia

@ Embora a relacdo de recorréncia defina a funcao de
custo de forma unica, calcular seu resultado final é
bem mais dificil

@ Se seguirmos a definicdo, precisaremos calcular todos os
elementos na série que ela representa.
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Relacoes de Recorréncia

@ Embora a relacdo de recorréncia defina a funcao de
custo de forma unica, calcular seu resultado final é
bem mais dificil

@ Se seguirmos a definicdo, precisaremos calcular todos os
elementos na série que ela representa.

@ Seria muito mais conveniente ter uma férmula
fechada para T(n)
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Relacoes de Recorréncia

@ Embora a relacdo de recorréncia defina a funcao de
custo de forma unica, calcular seu resultado final é
bem mais dificil

@ Se seguirmos a definicdo, precisaremos calcular todos os
elementos na série que ela representa.

@ Seria muito mais conveniente ter uma férmula
fechada para T(n)

e Como?
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Substituem-se os termos T (k), k < n, até que todos
os termos T (k), k > 1, tenham sido substituidos
por férmulas contendo apenas T (1)
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Substituem-se os termos T (k), k < n, até que todos
os termos T (k), k > 1, tenham sido substituidos
por férmulas contendo apenas T (1)

@ Nesse caso, usamos a base como 1, mas poderia ser
qualquer valor
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Substituem-se os termos T (k), k < n, até que todos
os termos T (k), k > 1, tenham sido substituidos
por férmulas contendo apenas T (1)

@ Nesse caso, usamos a base como 1, mas poderia ser
qualquer valor

@ Ou seja, expandimos a recorréncia, de modo a obter
sua solucao
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Substituem-se os termos T (k), k < n, até que todos
os termos T(k), k > 1, tenham sido substituidos
por férmulas contendo apenas T (1)

@ Nesse caso, usamos a base como 1, mas poderia ser
qualquer valor

@ Ou seja, expandimos a recorréncia, de modo a obter
sua solucao

@ Essa solucdo é também conhecida como forma fechada da
relacao de recorréncia
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Usa uma abordagem do tipo “expanda, suponha e
verifique”
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Usa uma abordagem do tipo “expanda, suponha e
verifique”

@ Usamos repetidamente a relacao de recorréncia para expandir
a expressao para o n-ésimo termo, até que um padrao geral
de comportamento da expressao possa ser induzido
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Usa uma abordagem do tipo “expanda, suponha e
verifique”
@ Usamos repetidamente a relacao de recorréncia para expandir
a expressao para o n-ésimo termo, até que um padrao geral
de comportamento da expressao possa ser induzido

e Ou seja, expandimos a relagdo de recorréncia até que possa
ser detectado o seu comportamento no caso geral
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Expansao

@ Usa uma abordagem do tipo “expanda, suponha e
verifique”

@ Usamos repetidamente a relacao de recorréncia para expandir
a expressao para o n-ésimo termo, até que um padrao geral
de comportamento da expressao possa ser induzido

e Ou seja, expandimos a relagdo de recorréncia até que possa
ser detectado o seu comportamento no caso geral

@ Finalmente, a suposicdo é verificada (demonstrada)
por inducao matematica
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para calculo do fatorial:  se n=0, retorne 1
Senédo
retorne n multiplicado pelo
fatorial de n-1
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para calculo do fatorial:  se n=0, retorne 1

Sen&o
e O que contaremos? retorne n multiplicado pelo

fatorial de n-1
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para calculo do fatorial:  se n=0, retorne 1

Sendo
e O que contaremos? retorne n multiplicado pelo

o Operacdes aritméticas fatorial de n-1
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para calculo do fatorial:  se n=0, retorne 1

Sen&o
e O que contaremos? retorne n multiplicado pelo

o Operacdes aritméticas fatorial de n-1

@ Qual seria sua relacdo de recorréncia?
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para calculo do fatorial:  se n=0, retorne 1

Sen&o
e O que contaremos? retorne n multiplicado pelo

o Operacdes aritméticas fatorial de n-1

@ Qual seria sua relacdo de recorréncia?

o Base:
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para cdlculo do fatorial:  se n=0, retorne 1

Sen&o
e O que contaremos? retorne n multiplicado pelo

o Operacdes aritméticas fatorial de n-1

@ Qual seria sua relacdo de recorréncia?

@ Base: n =0, caso em que retornamos 0! =1
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Método da Expansao

e Considere o algoritmo ~ Entrada: inteiro n

para cdlculo do fatorial:  se n=0, retorne 1

Sen&o
e O que contaremos? retorne n multiplicado pelo

o Operacdes aritméticas fatorial de n-1

@ Qual seria sua relacdo de recorréncia?

@ Base: n =0, caso em que retornamos 0! =1

e T(0) =0, pois ndo ha operagdo aritmética af
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Método da Expansao

o Recorréncia: Entrada: inteiro n

Se n=0, retorne 1

Sendo
retorne n multiplicado pelo
T(n) _ fatorial de n-1
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Método da Expansao

@ Recorréncia: Temos 1 Entrada: inteiro n
operacao
P ¢ Se n=0, retorne 1
Sendo
retorne n multiplicado pelo
'T(n) —1 fatorial de n-1
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Método da Expansao

@ Recorréncia: Temos 1 Entrada: inteiro n

operacao mais tantas
, . Se n=0, retorne 1
quantas forem necessarias YerEie
para n—1 retorne n multiplicado pelo
T(n) —1 fatorial de n-1
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Método da Expansao

@ Recorréncia: Temos 1 Entrada: inteiro n

operacao mais tantas
f , . Se n=0, retorne 1
quantas tforem necessarias YerEie
para n—1 retorne n multiplicado pelo

T(n) _ 1+T(n . 1) fatorial de n-1
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Método da Expansao

@ Recorréncia: Temos 1 Entrada: inteiro n

operacao mais tantas

f , . Se n=0, retorne 1
quantas tforem necessarias YerEie
para n—1 retorne n multiplicado pelo
T(n) _ 1+T(n . 1) fatorial de n-1

e Entao...
0 sen=20
T(n) =9 -+

T(n—1)+1, paran>1
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Método da Expansao

T(n) = T(h—1)+1
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Método da Expansao

T(n) = T(h—1)+1
= (T(h-2)+1)+1
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Método da Expansao

T(n) = T(h—1)+1
= ((T(n—2)+1)+1
= ((T(h—=3)+1)+1)+1
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Método da Expansao

T(n) = T(h—1)+1
= ((T(n—2)+1)+1
= ((T(h—=3)+1)+1)+1
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Método da Expansao

T(n) = T(h—1)+1
= ((T(h—2)+1)+1
= ((T(h—=3)+1)+1)+1

= (. (T =K+ +1)+...+1)+1
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Método da Expansao

T(n) = T(h—1)+1
= ((T(h—2)+1)+1
= ((T(h—=3)+1)+1)+1

= (. (T =K+ +1)+...+1)+1

k
= T(0)+ Z 1 (ao fim da expans3o)
i=1
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Método da Expansao

= T(0) + k, quando T(n— k) = T(0)
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Método da Expansao

= T(0) + k, quando T(n— k) = T(0)
= T(0) 4 n (pois n — k = 0)
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Método da Expansao

= T(0) + k, quando T(n— k) = T(0)
= T(0) 4 n (pois n — k = 0)
= n (pois T(0) = 0)
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Método da Expansao

= T(0) + k, quando T(n— k) = T(0)
= T(0) 4 n (pois n — k = 0)
= n (pois T(0) = 0)

@ Ent3o T(n) = n operagdes aritméticas sdo
necessarias
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Método da Expansao

= T(0) + k, quando T(n— k) = T(0)
= T(0) 4 n (pois n — k = 0)
= n (pois T(0) = 0)

@ Ent3o T(n) = n operagdes aritméticas sdo
necessarias

@ Inferimos a forma fechada da relacdo de recorréncia
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Método da Expansao

= T(0) + k, quando T(n— k) = T(0)
= T(0) 4 n (pois n — k = 0)
= n (pois T(0) = 0)

@ Ent3o T(n) = n operagdes aritméticas sdo
necessarias

@ Inferimos a forma fechada da relacdo de recorréncia

@ A resposta sé vird mesmo com a demonstracao de que
T(n) = n estd correta
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Método da Expansao

@ E por que isso é uma inducio?
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Método da Expansao

@ E por que isso é uma inducio?

@ Por conta dessa parte:

T(n) = ...
= (..((Th—k+1)+1)+...+1)+1
k\7erzes
k
= T(0) + Z 1 (ao fim da expans3o)
i=1
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

Se x=arr[meio], meio é o indice
do elemento procurado
Se x<arr[meio], repete a busca
no subarranjo de ini a meio-1
Senédo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

@ O que contaremos?

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

é o indice
do elemento procurado

Se x<arr[meio], repete a busca

Se x=arr([meio], meio

no subarranjo de ini a meio-1
Sené&o
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

@ O que contaremos?

o Comparagdes

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

é o indice
do elemento procurado

Se x<arr[meio], repete a busca

Se x=arr[meio], meio

no subarranjo de ini a meio-1
Senédo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,

@ O que contaremos? compare com x

o Comparagdes )

Se x=arr[meio], meio é o indice

Y Qua| seria sua relagﬁo do elemento procurado
de recorréncia? Se x<arr[meio], repete a busca
) no subarranjo de ini a meio-1
Sené&o

repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,

@ O que contaremos? compare com x

o Comparagdes )

Se x=arr[meio], meio é o indice

Y Qua| seria sua relagﬁo do elemento procurado
de recorréncia? Se x<arr[meio], repete a busca
) no subarranjo de ini a meio-1
o Base: Sendo

repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,
@ O que contaremos?

compare com X
o Comparagdes

Se x=arr([meio], meio & o indice
Y Qua| seria sua relagﬁo do elemento procurado

de recorréncia? Se x<arr[meio], repete a busca
) no subarranjo de ini a meio-1
e Base: |arr| =1, caso em Sendo

que vemos se o elemento repete a busca no subarranjo
buscado é ou n3o o do de meio+l ao fim de arr
arranjo
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Método da Expansao

Exemplo

@ Considere o algoritmo
de busca bindria:

Entrada: arranjo arr, elemento x

- Se o arranjo tiver 1 elemento,
@ O que contaremos” eriEt o 6
o Comparagdes
Se x=arr([meio], meio & o indice
Y Qua| seria sua relagﬁo do elemento procurado

de recorréncia? Se x<arr[meio], repete a busca
) no subarranjo de ini a meio-1
e Base: |arr| =1, caso em Sendo

que vemos se o elemento repete a busca no subarranjo
buscado é ou n3o o do de meio+l ao fim de arr
arranjo — T(1) =1
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Método da Expansao

Entrada: arranjo arr, elemento x
@ Recorréncia:
Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

Se x=arr[meiol, meio & o indice
do elemento procurado
Se x<arr[meio], repete a busca
'T(n) _ no subarranjo de O a meio-1
Senéo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

Entrada: arranjo arr, elemento x

@ Recorréncia: Temos 1
con1parac§o Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

Se x=arr[meiol, meio & o indice
do elemento procurado
Se x<arr[meio], repete a busca
'T(n) ~1 no subarranjo de O a meio-1
Senéo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

Entrada: arranjo arr, elemento x
@ Recorréncia: Temos 1

comparacao mais Se o arranjo tiver 1 elemento,
tantas quantas forem compare com Xx
necessdrias na metade

Se x=arr[meiol, meio & o indice

inferior do elemento procurado
Se x<arr[meio], repete a busca
'T(n) —9 no subarranjo de O a meio-1

Senéo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

@ Recorréncia: Temos 1
comparacao mais
tantas quantas forem
necessdrias na metade
inferior ou superior do
arranjo

T(n) =2

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

Se x=arr[meiol, meio & o indice
do elemento procurado
Se x<arr[meio], repete a busca
no subarranjo de O a meio-1
Sendo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr |
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Método da Expansao

@ Recorréncia: Temos 1
comparacao mais
tantas quantas forem
necessdrias na metade
inferior ou superior do
arranjo

T(n) =2+T([n/2]),
onde n = |arr]|

Entrada: arranjo arr, elemento x

Se o arranjo tiver 1 elemento,
compare com X

Se x=arr[meiol, meio & o indice
do elemento procurado
Se x<arr[meio], repete a busca
no subarranjo de O a meio-1
Senéo
repete a busca no subarranjo
de meio+l ao fim de arr
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Método da Expansao

o E...
T(n) = {1’ sen=1

T([n/2])+2, paranz=2
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Método da Expansao

o E..

1, sen=1.
Tin) = {T(Ln/2j) +2, paran>2

@ Em geral, podemos ignorar pisos (|x|) e tetos
([x]), por se tratar de uma conta aproximada

Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Método da Expansao

o E..

1, sen=1.
Tin) = {T(Ln/2j) +2, paran>2

@ Em geral, podemos ignorar pisos (|x|) e tetos
([x]), por se tratar de uma conta aproximada

@ Entdo vamos expandir isso...
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Método da Expansao

T(n) = T(5)+2
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Método da Expansao

T(n) = T(5)+2
= ((T(7+2)+2
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Método da Expansao

T(n) = T(3)+
= (T4 )+2)+2
(((T(g) +2)+2)+2
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Método da Expansao

T(n) = T(3)+
= (T4 )+2)+2
(((T(g) +2)+2)+2
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Método da Expansao

T(n) = T(3) +
= ((T(3 )+2)+2
= ((T() +2) +2) +2

s (T(B)+2)+2) +...+2)+2

Vv
k vezes
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Método da Expansao

T(n) = T(3)+
= (T4 )+2)+2
= (((T(g) +2)+2)+2

s (T(B)+2)+2) +...+2)+2

Vv
k vezes

k
= T(1)+ 22 (ao fim da expans3o)
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Método da Expansao

= T(1) +2xk, quando T(5r) = T(1)
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Método da Expansao

= T(1) +2xk, quando T(5r) = T(1)
= T(1) + 2 logy(n) (pois 5 = 1)
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Método da Expansao

= T(1) +2xk, quando T(5r) = T(1)
= T(1) + 2 logy(n) (pois 5 = 1)
= 1+ 2xlogy(n) (pois T(1) =1)
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Método da Expansao

= T(1) +2xk, quando T(5r) = T(1)
= T(1) + 2 logy(n) (pois 5 = 1)
= 1+ 2xlogy(n) (pois T(1) =1)

Entdo T(n) = 2% logy(n) + 1
comparacoes sao necessarias
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Método da Expansao

= T(1) +2xk, quando T(5r) = T(1)
= T(1) + 2 logy(n) (pois 5 = 1)
= 1+ 2xlogy(n) (pois T(1) =1)

®)

®
Entdo T(n) = 2% logy(n) + 1 -~
comparacoes sao necessarias

Eu ja vi isso antes ...
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Método da Expansao

@ Mas isso, contudo, foi uma forma de inducao légica
(embora bem baseada), ndo dedugdo
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Método da Expansao

@ Mas isso, contudo, foi uma forma de inducao légica
(embora bem baseada), ndo dedugdo

@ Para finalizar, temos entao
que demonstrar
dedutivamente (via indugdo
finita, por exemplo) que
T(n) =2 logy(n) + 1 estd
correta
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Método da Expansao

@ Mas isso, contudo, foi uma forma de inducao légica
(embora bem baseada), ndo dedugdo

@ Para finalizar, temos entao
que demonstrar
dedutivamente (via indugdo
finita, por exemplo) que
T(n) =2 logy(n) + 1 estd
correta

@ Fica como exercicio...
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia

@ Embora a expansdo possa, em tese, resolver toda
relacao de recorréncias, ha casos em que fica mais

dificil

e Ex:
1, se n=1.

T —
(n) 2T(n/2)+n, paran>2
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia

@ Embora a expansdo possa, em tese, resolver toda
relacao de recorréncias, ha casos em que fica mais
dificil

o Ex:

1, se n=1.

T(n) =
(n) 2T(n/2)+n, paran>2

@ Em casos assim, vale a pena construir a arvore de
recorréncia
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Método da Expansao

Construindo a Arvore de Recorréncia

@ Cada né representa o custo de um sub-problema no
conjunto de invocacoes recursivas

@ Somamos os custos em cada nivel da arvore para
obter um custo total do nivel

@ Este é o custo adicionado pelas chamadas recursivas naquele
nivel

@ Somamos todos os custos por nivel para determinar
o custo total da recursao
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n
T(g)/ T~ T()

Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1
T(”) = n S Custo adicionado

/ \ no nivel mais alto

() T(2)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = Custo de cada

/ \ uma das 2 cha-

</ madas recursivas
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n Custo de cada
uma das 2 cha-
g / \ g «—— madas recursivas
e AN e AN
T(3) T(7) T(7) T(7)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n
n / \ n
e : N ) e : N
/ ' \ / ) \ / ) \ /
(@ T TG T@) Tk T@E) TG




Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n
n / \ n
e : N ) e : N
/ ' \ / ) \ / ) \ /
(@ T TG T@) Tk T@E) TG




Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n
n / \ n
e : N ) e : N
/ ' \ / ) \ / ) \ /
(@ T TG T@) Tk T@E) TG




Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n =n
& / \ @ =2x0=np
; e i AN ] ) e i AN ; 2
/ ) \ / ) \ / ! \ / ) \
T(@) T T(g) T() 7@ 7@ TG TG
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n =n
g g =2x2%=n
y AN y AN
: : : 2 —axge
/ N\ / N\ / N\ / N\
T(g) T(3) T(g) T(3) T(§) T(3 T(3) T(3)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n =n
g g =2x8=n
e N e N
; ; ; 2 —axgen
/ N\ / N\ / N\ / N\
T(g) TG) TG T T T() T() T(g) =8xg=n
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ T(n)=2T(n/2)+n, T(1)=1

T(n) = n =n
g g =2x8=n
e N e N
; ; ; 2 —axgen
/ N\ / N\ / N\ / N\
T(g) TG) TG T T T() T() T(g) =8xg=n
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

T(n) = n =n
2 — T~ z —2xt=n
e AN e AN
. : : 2 —axg=n
/ N\ / N\ / N\ / N\
T(3) T@) T@) T@) T@ T@E) TG T(E) =8xg=n

@ Note que cada nivel da recorréncia acrescenta n ao
resultado final.
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

T(n) = n =n
2 — T~ z —2xt=n
e AN e AN
. : : 2 —axg=n
/ N\ / N\ / N\ / N\
T(3) T@) T@) T@) T@ T@E) TG T(E) =8xg=n

@ Note que cada nivel da recorréncia acrescenta n ao
resultado final. Mas, quantos niveis ha?
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:

T(n) = n
n / \ n
e 2 AN e 2 AN
/ ' \ / ' \ / ‘ \ / ' \
T TG TG TG TG TG TG TG)
) T(@) () T(Q)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:

T(n) = n T(3)
n / \ n
e i AN e i AN
/ ’ \ / ) \ / ) \ / ) \
TR TR TG T@) T@) T@E) TG T()
T(1) T(1) (1) T(1)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:

T(n) = n T(3)
n / \ n T(L
e i AN e i AN 2
/ ’ \ / ) \ / ) \ / ) \
T3 TG TG TE TE TE) TE) T()
) 1) (1) 1)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:

() = " (8)
, / \ . -
- 2 N - 2 N 2
; ; ; A (¢
/N /N /N /N
TR TE TR T TE TR TR TR
W T W T
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:
T(n) = n T(3)
n / \ n
3 3 T(z)
VAR VAR
i i i Z T($)
/ N\ / N\ / N\ / N\
@ TG TG TGk TG TG TG TE) TG
) 1) (1) 1)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:
T(n) = n T(3)
n / \ n
3 3 T(z)
VAR VAR
i i i Z T($)
/ N\ / N\ / N\ / N\
@ TG TG TGk TG TG TG TE) TG
) 1) (1) 1)
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

@ Vejamos como a recorréncia reduz a cada nivel:

T(n) = / n \ T(%)
5 5 T(3)
e AN e AN
1 i i ry T(%)
/ / / /
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

T(n) = - n ~_ T(%)
3 3 T(%)

/ AN e AN
i i i 1 (%)

@ Ou seja, temos k niveis, sendo que, no k-ésimo
nivel, 55 = 1 = k = logy(n) + 1
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

T(n) = n T(3)
n / \ n
2 2 T(5r)
e N e N
; : : P
/ N\ / N\ / N\ / N\
T T 7@ TG TG TG 7@ TG T7G)
T T1(Q) T 7Q) TGH)

@ Com logy(n) + 1 niveis, e n operagdes por nivel,
temos um total de nlog,(n) + n operagdes.
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Método da Expansao

Arvore de Recorréncia — Exemplo

T(n) = / n \ T(%)
: : (2)
e AN e AN
i i i i (%)
/ / /

T(1) T(1) T(1) T(1) TG)

@ Mais uma vez, temos que demonstrar via inducao
que nossa resposta estd correta.
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ O método da expansdo é bastante util
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ O método da expansdo é bastante util

e Muitas vezes, contudo, ndo é facil chegar a uma forma
fechada para a relacdo de recorréncia
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ O método da expansdo é bastante util

e Muitas vezes, contudo, ndo é facil chegar a uma forma
fechada para a relacdo de recorréncia

@ Que fazer?
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ O método da expansdo é bastante util

e Muitas vezes, contudo, ndo é facil chegar a uma forma
fechada para a relacdo de recorréncia

@ Que fazer?
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ O método da expansdo é bastante util

e Muitas vezes, contudo, ndo é facil chegar a uma forma
fechada para a relacdo de recorréncia

@ Que fazer?

@ Método da substituicao od

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Consiste de dois passos:
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Consiste de dois passos:

@ Pressupor a forma da solu¢ao
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Consiste de dois passos:

@ Pressupor a forma da solu¢ao

e Usar inducgdo finita para encontrar constantes e mostrar que
a solugdo funciona
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Consiste de dois passos:

@ Pressupor a forma da solu¢ao

e Usar inducgdo finita para encontrar constantes e mostrar que
a solugdo funciona

@ Aplicavel quando podemos ver a forma da resposta
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Consiste de dois passos:

@ Pressupor a forma da solu¢ao
e Usar inducgdo finita para encontrar constantes e mostrar que
a solugdo funciona

@ Aplicavel quando podemos ver a forma da resposta

e Como quando a recorréncia é muito parecida com outra que
ja foi vista
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Consiste de dois passos:

@ Pressupor a forma da solu¢ao
e Usar inducgdo finita para encontrar constantes e mostrar que
a solugdo funciona

@ Aplicavel quando podemos ver a forma da resposta
e Como quando a recorréncia é muito parecida com outra que
ja foi vista
o E mais comumente usada para estabelecer limites superiores
e inferiores para uma recorréncia
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Uma vez que estamos supondo a solucdo, podemos
adicionar constantes a ela
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Uma vez que estamos supondo a solucdo, podemos
adicionar constantes a ela

o Ex:

o T(n) = cin* loga(n) + can, em vez de
T(n) = nx logy(n) + n, ou, tipicamente,
T(n) € O(nx* logz(n))

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Uma vez que estamos supondo a solucdo, podemos
adicionar constantes a ela

o Ex:

o T(n) = cin* loga(n) + can, em vez de
T(n) = nx logy(n) + n, ou, tipicamente,
T(n) € O(nx* logz(n))

@ Essas constantes s3o entdo definidas durante a
prova
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Resolvendo Relacbes de Recorréncia

Método da Substituicdo

@ Uma vez que estamos supondo a solucdo, podemos
adicionar constantes a ela

o Ex:

o T(n) = cin* loga(n) + can, em vez de
T(n) = nx logy(n) + n, ou, tipicamente,
T(n) € O(nx* logz(n))

@ Essas constantes s3o entdo definidas durante a
prova

e Ou seja, definidas de modo a fazer com que a prova dé certo.

v

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Método da Substituicao

1 = 1.
Ty =Y se n
T(n/2)+2, paran>?2
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Método da Substituicao

1 = 1.
Ty =Y se n
T(n/2)+2, paran>?2

Vamos “chutar” que T(n) € O(logx(n))
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Método da Substituicao

1 = 1.
Ty =Y se n
T(n/2)+2, paran>?2

Vamos “chutar” que T(n) € O(logx(n))

Ou seja, existem constantes positivas c e m, de forma
que 0 < T(n) < ¢ * logy(n) para todo n > m.
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Método da Substituicao

1 = 1.
Ty =Y se n
T(n/2)+2, paran>?2

Vamos “chutar” que T(n) € O(logx(n))

Ou seja, existem constantes positivas c e m, de forma
que 0 < T(n) < ¢ * logy(n) para todo n > m.

Lembrete: Vamos provar por induc3do finita, pois nao
temos a equag¢do fechada de T(n).
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c* logy(n)
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c* logy(n)

para n=1
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c * logy(n)
1 < c* logy(1) Pl =1
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c* logy(n)
1 < c* logy(1) Pl =1
1<0
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c* logy(n)

1 < ¢ * logy(1) para n = 1 )
1<0 N3o funcionou, mas ndo

precisa funcionar para n =1,
mas a partir de um dado n.

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c* logy(n)

1 < ¢ * logy(1) para n = 1 )
1<0 N3o funcionou, mas ndo

precisa funcionar para n =1,
mas a partir de um dado n.

T(n) < ¢ * logy(n)
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c * loga(n)

1 < ¢ * logy(1) para n =1 )
1<0 N3o funcionou, mas nao

precisa funcionar para n =1,
mas a partir de um dado n.

T(n) < c * logy(n)
para n =2
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c * loga(n)

1 < ¢ * logy(1) para n =1 )
1<0 N3o funcionou, mas nao

precisa funcionar para n =1,
mas a partir de um dado n.

T(n) < ¢ * logy(n)
T(2) < cxlog(2) PIanN=2
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Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c * loga(n)

1 < ¢ * logy(1) para n =1 )
1<0 N3o funcionou, mas nao

precisa funcionar para n =1,
mas a partir de um dado n.

T(n) < c * logy(n)
T(2) < cxlog(2) PIanN=2
3<cx1

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 07 — Relagdes de Recorréncia



Método da Substituicao

Passo base:
T(n) < c * loga(n)

1 < ¢ * logy(1) para n =1 )
1<0 N3o funcionou, mas nao

precisa funcionar para n =1,
mas a partir de um dado n.

T(n) < ¢ * logy(n)
T(2) < cxlog(2) PIanN=2

3<cx1 .
vdlido para ¢ > 3
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Método da Substituicao

Exemplo
Hipotese de Inducao:
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:
T(n/2) < c* logy(n/2)
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:
T(n/2) < c* logy(n/2)

Passo Indutivo:
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:
T(n/2) < c * logs(n/2) Para T(n) = T(n/2) +2

Passo Indutivo:
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:

T(n/2) < c * logs(n/2) F;a(r;/;)(l) 72_(,3_)(1/3) +2

Passo Indutivo:
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Método da Substituicao

Exemplo
Hipotese de Inducao:

< Para T(n) = T(n/2) +2
T(n/2) < c* logy(n/2) T/2) = T(n) 2
Passo Indutivo:
T(n) —2 < c*logy(n/2)
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Método da Substituicao

Exemplo
Hipotese de Inducao:

< Para T(n) = T(n/2) +2
T(n/2) < c* logy(n/2) T/2) = T(n) 2
Passo Indutivo:
T(n) —2 < c*logy(n/2)
T(n) < ¢ * (loga(n) — logy2) + 2
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Método da Substituicao

Exemplo
Hipotese de Inducao:
Para T(n) = T(n/2) +2
T(n/2) < c * loga(n/2) e Tl6) = T
Passo Indutivo:
T(n) —2 < c*logy(n/2)
T(n) < ¢ * (loga(n) — logy2) + 2
T(n) < cx* (logo(n) — 1) +2
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:
< Para T(n) = T(n/2) +2
T(n/2) < c* logy(n/2) T/2) = T(n) 2
Passo Indutivo:
T(n) —2 < c*logy(n/2)
T(n) < ¢ * (loga(n) — logy2) + 2
T(n) < cx* (logo(n) — 1) +2
T(n) < cx*logy(n) —c+2
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:

T(n/2) < / 2 Para T(n) = T(n/2) + 2
(/2) = ¢ xlog(n/2) T(nf2) = T(n) - 2

Passo Indutivo:

T(n) —2 < cx*logy(n/2)

T(n) < C* (/ng(n) — /Og22) + 2 Nossa hipdtese é que

T(n) < cx(logo(n) —1)+2 T(”) < ¢ * logy(n), o que

T(n) < ¢ x /ng(n) —c+?2 serd verdade para ¢ > 2
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:

T(n/2) < / 2 Para T(n) = T(n/2) +2
(n/2) < ¢ » loga(n/2) T(n/2) = T(n) -2

Passo Indutivo:

T(n) —2 < c*logy(n/2)

T(n) < c* (loga(n) — logy2) + 2 Nossa hipétese é que

T(n) < c* (logo(n) —1)+2 T(n) < c x loga(n), o que

serd verdade para ¢ > 2
T(n) = ¢ /ng(n) —c+2 Lembrando que

(passo base)
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:

T(n/2) < I 2 Para T(n) = T(n/2) + 2
(n/2) = cxlogn/? T{n/2) = T(n) - 2

Passo Indutivo:

T(n) —2 < cx*logy(n/2)

T(n) < C* (/ng(n) — /Og22) + 2 Nossa hipdtese é que

T(n) < cx(logo(n) —1)+2 T(”) < ¢ * logy(n), o que

T(n) < c % /ng(n) —c+?2 sera verdade para ¢ > 2

Lembrando que
T(n) < c* logy(n) — 3+ 2 (passo base)
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Método da Substituicao

Exemplo

Hipotese de Inducao:

T(n/2) < / 2 Para T(n) = T(n/2) +2
(n/2) < ¢ + loga(n/2) 0 T Tl

Passo Indutivo:

T(n) —2 < cx*logy(n/2)

T(n) < c * (loga(n) — logx2) + 2 Nossa hipétese é que

T(n) < cx(logo(n) —1)+2 T(n) < ¢ x logy(n), o que

T(n) < @l (n) ¢4 serd verdade para ¢ > 2

- &2 Lembrando que
T(n) < Cx* /Og2(n) —3+2 (passo base)
T(n) < c* logy(n) — 1
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Método da Substituicao

Exemplo
Hipotese de Inducao:
T(n/2) < / 2 Para T(n) = T(n/2) +2
(n/2) < ¢ » loga(n/2) T(n/2) = T(n) -2
Passo Indutivo:
T(n) —2 < c*logy(n/2)
T(n) < c* (loga(n) — logy2) + 2 Nossa hipétese é que
T(n) < cx(logo(n) —1)+2 T(n) < ¢ x logy(n), o que
T(n) < @l (n) ¢4 serd verdade para ¢ > 2
- &2 Lembrando que
T(n) < cx* logy(n) — 3+ 2 (passo base)
T(n) < c* logy(n) — 1
Provamos que T(n) € O(logx(n))
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