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Inducao e Algoritmos

@ Vimos que podemos provar que um determinado
problema, definido no conjunto dos nimeros inteiros
positivos, possui solucao.
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Inducao e Algoritmos

@ Vimos que podemos provar que um determinado
problema, definido no conjunto dos nimeros inteiros
positivos, possui solucao.

O que é mesmo um algoritmo?
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Inducao e Algoritmos

@ Vimos que podemos provar que um determinado
problema, definido no conjunto dos nimeros inteiros
positivos, possui solucao.

O que é mesmo um algoritmo?

Uma sequéncia de passos a serem efetuados para que se
obtenha uma solucdo para um determinado problema
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Inducao e Algoritmos

@ Vimos que podemos provar que um determinado
problema, definido no conjunto dos nimeros inteiros
positivos, possui solucao.

O que é mesmo um algoritmo?

Uma sequéncia de passos a serem efetuados para que se
obtenha uma solucdo para um determinado problema

e Entdo, por extensdo, podemos provar que um
determinado algoritmo, cuja entrada sejam nimeros
inteiros positivos, estard correto para todo inteiro
positivo
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Inducao e Algoritmos

@ De fato, podemos usar a prova por inducao em
qualquer afirmacao que contenha uma varidvel que
possa assumir valores inteiros arbitrarios e
nao-negativos
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Inducao e Algoritmos

@ De fato, podemos usar a prova por inducao em
qualquer afirmacao que contenha uma varidvel que
possa assumir valores inteiros arbitrarios e
nao-negativos

E o que fazemos com
iss0???
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Inducao e Algoritmos

@ De fato, podemos usar a prova por inducao em
qualquer afirmacao que contenha uma varidvel que
possa assumir valores inteiros arbitrarios e
nao-negativos

@ Precisamos ja ter o

algoritmo para provar
E o que fazemos com sua corretude

isso???
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Inducao e Algoritmos

@ De fato, podemos usar a prova por inducao em
qualquer afirmacao que contenha uma varidvel que
possa assumir valores inteiros arbitrarios e
nao-negativos

@ Precisamos ja ter o

algoritmo para provar
E o que fazemos com sua corretude

isso???
@ Ent3ao como isso me
ajuda a criar o
algoritmo?
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Inducao e Algoritmos

@ Ocorre que a prova matematica via induc3o finita é,
ela prépria, um algoritmo recursivo
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Inducao e Algoritmos

@ Ocorre que a prova matematica via induc3o finita é,
ela prépria, um algoritmo recursivo

@ Algoritmo recursivo?
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Inducao e Algoritmos

@ Ocorre que a prova matematica via induc3o finita é,
ela prépria, um algoritmo recursivo

@ Algoritmo recursivo?

@ Vejamos o que diz o dicionario Fakess para a lingua
portuguesa:
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Inducao e Algoritmos

@ Ocorre que a prova matematica via induc3o finita é,
ela prépria, um algoritmo recursivo

@ Algoritmo recursivo?

@ Vejamos o que diz o dicionario Fakess para a lingua
portuguesa:

Definicao
Recursao: Se nao entendeu, vide Recurs3o.
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Recursao

Definicao
Um método é chamado de recursivo quando chama a si
mesmo, direta ou indiretamente.
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Recursao

Definicao
Um método é chamado de recursivo quando chama a si
mesmo, direta ou indiretamente.

E qual a vantagem disso?

§ |

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 06 — Recursdo



Recursao

Definicao
Um método é chamado de recursivo quando chama a si
mesmo, direta ou indiretamente.

E qual a vantagem disso?

@ Em geral, a recursividade permite uma descricao
mais clara e concisa do algoritmo
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Recursao

Definicao
Um método é chamado de recursivo quando chama a si
mesmo, direta ou indiretamente.

E qual a vantagem disso?

@ Em geral, a recursividade permite uma descricao
mais clara e concisa do algoritmo

@ Métodos recursivos baseiam-se no principio da
Inducdo Finita

@ S3o escolhas naturais para algoritmos definidos assim

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 06 — Recursdo



Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) = 1
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) = 1

@ Vamos assumir que temos magicamente um método que
calcule o fatorial para n: fatorial(n-1)

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 06 — Recursao 2023 6 /37



Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) = 1

@ Vamos assumir que temos magicamente um método que
calcule o fatorial para n: fatorial(n-1)

e Conseguimos ent3do calcular o fatorial de n, a partir de
fatorial(n-1)7?
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) = 1

@ Vamos assumir que temos magicamente um método que
calcule o fatorial para n: fatorial(n-1)

e Conseguimos ent3do calcular o fatorial de n, a partir de
fatorial(n-1)7?

Sim, basta fazer (n) * fatorial(n-1)
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) =1

@ Vamos assumir que temos_magicamente um método que
calcule o fatorial para n: fatorial(n-1)

e Conseguimos ent3do calcular o fatoriakde n, a partir de
fatorial(n-1)7?

Sim, basta fazer (n) * fatorial(n-1)
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) = 1

@ Vamos assumir que temos magicamente um método que
calcule o fatorial para n: fatorial(n-1)

e Conseguimos entdo calc fatorial de n, a partir de

fatorial(n-1)7

Sim, basta fazer (n) * fatorial(n-1) Hipétese de
Inducdo
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Inducdo e Recursao

@ E como isso nos ajuda a construir um algoritmo
com inducao finita?

@ Tomemos um exemplo: o calculo de um fatorial
e Sabemos que fatorial(0) = 1

@ Vamos assumir que temos magicamente um método que
calcule o fatorial para n: fatorial(n-1)

e Conseguimos ent3do calcular o fatorial de n, a partir de
fatorial(n-1)7?

Sim, basta fazer (n) * fatorial (n—l)
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Inducdo e Recursao

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * fatorial(n-1);
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Inducdo e Recursao

long fatorial(long n) {

if (n==0) return 1; o
return n * fatorial(n-1); (fatorial(0) = 1)
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Inducdo e Recursao

long fatorial(long n) {

if (n==0) return 1; o —
return n * fatorial(n-1); Inducio
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Inducdo e Recursao

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;

return n *»fatoriat{n=1); Passo )
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Inducdo e Recursao

long fatorial(long n) {

if (n==0) return 1; o —
return n * fatorial(n-1); Inducio
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Implementacdo de Recursao

E como o compilador implementa a recursiao?
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Implementacdo de Recursao

E como o compilador implementa a recursiao?

@ Por meio da pilha de execucao
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Implementacdo de Recursao

E como o compilador implementa a recursiao?

@ Por meio da pilha de execucao

@ A cada chamada de método, sao empilhados
@ Seus atributos
e Suas varidveis locais

o Seu enderego de retorno (a quem chamou o método)
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Implementacdo de Recursao

E como o compilador implementa a recursiao?

@ Por meio da pilha de execucao

@ A cada chamada de método, sao empilhados
@ Seus atributos
e Suas varidveis locais

o Seu enderego de retorno (a quem chamou o método)

@ Quando o método termina, esses dados sao
desempilhados
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n *
fatorial(n-1);
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

} Ao chamarmos fatorial (3),
o método é empilhado
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

N3o é o caso base
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos

fatorial(3)7?
long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1; "2 retorna: 7
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);
} Ent3o nova chamada

é feita e empilhada
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: ?

N3o é o caso base
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

n: 1 retorna: ?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: ?

} Ent3o nova chamada
é feita e empilhada
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

n: 1 retorna: ?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: ?

N3o é o caso base
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos

fatorial(3) ? n: 0 retorna: ?
n: 1 retorna: ?
long fatorial(long n) {
n: 2 retorna: ?

if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

} Ent3o nova chamada
é feita e empilhada
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos

fatorial(3) ? n: 0 retorna: 1
n: 1 retorna: ?
long fatorial(long n) {
n: 2 retorna: ?

if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

E o caso base!
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

n: 1 retorna: ?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: ?

Desempilha, retornando 1
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

n: 1 retorna: 1

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: ?

Faz 1 %1
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: ?

Desempilha, retornando 1
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

n: 2 retorna: 2

Faz2 =1
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: ?
fatorial(n-1);

Desempilha, retornando 2
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n * n: 3 retorna: 6
fatorial(n-1);

Faz 3 x 2
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Implementacdo de Recursao

O que acontece ao fazermos
fatorial(3)7?

long fatorial(long n) {
if (n==0) return 1;
return n *
fatorial(n-1);

Desempilha, retornando 6
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Implementacdo de Recursao

Note que, a cada chamada recursiva, criamos cépias
distintas do método na pilha

long fatorial(long n) { n: 0 retorna: ?
if (Il==0) return 1; n: 1 retorna: 7
return n *
. n: 2 retorna: ?
fatorial(n-1)
} n: 3 retorna: ?

Recursao pode ser bastante custosal
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Implementacdo de Recursao

@ E se esquecermos do

base?
€aso base long fatorial(long n) {

if (n==0) return 1;
return n *
fatorial(n-1);
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Implementacdo de Recursao

@ E se esquecermos do

base?
€aso base long fatorial(long n) {

return n *
fatorial(n-1);
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Implementacdo de Recursao

@ E se esquecermos do

base?
€aso base long fatorial(long n) {

@ Serdo feitas chamadas
recursivas, até o limite  return n *
do segmento de fatorial(n-1);
memdria alocado a +
pilha
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Implementacdo de Recursao

@ E se esquecermos do

base?
€aso base long fatorial(long n) {

@ Serdo feitas chamadas
recursivas, até o limite  return n *
do segmento de fatorial(n-1);
memoria alocado a }
pilha
@ E teremos entao um estouro de pilha

§\\
e Stack overflow =l
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Implementacdo de Recursao

e E qual a diferenca entre uma
chamada recursiva e uma comum?
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Implementacdo de Recursao

e E qual a diferenca entre uma
chamada recursiva e uma comum?
Nenhuma!
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;

chamada recursiva e uma comum? m20;
c2;
Nenhuma! )

@ Considere o cédigo ao lado void m20) {

c3;
m3Q) ;
c4;

}

void m3() {
c5;
}
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m2();
c2;
Nenhuma! )
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
@ Ao chamarmos m1(), este é empilhado c3;
m3(Q);
c4;
}
void m3() {

c5;

)
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma cl;
chamada recursiva e uma comum? m2();
c2;
Nenhuma! )
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
@ Ao chamarmos m1(), este é empilhado c3;
m3(Q);
c4;
}
void m3() {

c5;

)
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
e E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
c2;
Nenhuma! )
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
@ O mesmo ocorre com m2() c3;
m3(Q);
c4;
}
o void m3() {
c5;
ml }
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
c2;
Nenhuma! )
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
@ O mesmo ocorre com m2() c3;
m3(Q);
c4;
}
o void m3() {
c5;
ml }
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
2;
Nenhuma! } ‘
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
e Em3() c3;
m3(Q);
c4;
}
m3
> void m3() {
c5;
ml }
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
2;
Nenhuma! } ‘
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
e Em3() c3;
m3(Q);
c4;
}
m3
> void m3() {
ch;
ml }
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m2();
c2;
Nenhuma! )
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
@ Ao terminar, m3() é desempilhado c3;
m3(Q);
c4;
}
o void m3() {
c5;
ml }
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m2();
c2;
Nenhuma! )
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
@ Ao terminar, m3() é desempilhado c3;
m3(Q);
c4;
}
o void m3() {
c5;
ml }
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
2;
Nenhuma! } ‘
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
o Em2() c3;
m3Q);
c4;
}
void m3() {

c5;
}
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
2;
Nenhuma! } ‘
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
o Em2() c3;
m3Q);
c4;
}
void m3() {

c5;
}
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Implementacdo de Recursao

_ void m1() {
@ E qual a diferenca entre uma c1;
chamada recursiva e uma comum? m20);
2;
Nenhuma! } ‘
@ Considere o cédigo ao lado void m20) {
o E finalmente m1() c3;
m3(Q);
c4;
}
void m3() {
c5;
}
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
if (condigdo) {
cl;
ml1();
c2;
}
}
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... c1;
ml();
c2;
}
}
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
mi(Q);

@ Ao chamarmos m1(), este é empilhado oo
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
mi(Q);

@ Ao chamarmos m1(), este é empilhado oo
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
) if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... c1;
. mi(Q);
e Mais uma vez...
c2;
}
}
ml
ml
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
) if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... c1;
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@ E se o método for recursivo? void m1() {
) if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... c1;
. miQ);
e Mais uma vez...
c2;
}
}
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
) if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
. mi(Q);
@ E mais uma...
c2;
}
}
ml
ml
ml
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
) if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
. .~ 10;
@ Até que a condicdo ser falsa 122_()
}
}
ml
ml
ml
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
. 10;
@ E um retorne, sendo desempilhado 122_()’
}
}
ml
ml
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
. 10;
@ E um retorne, sendo desempilhado 122,()’
}
}
ml
ml
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
e E outro mO);
c2;
}
}

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 06 — Recursao



Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
e E outro m();
c2;
}
}
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
. .. 10);
@ Até a chamada original 122_()
}
}
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Implementacdo de Recursao

@ E se o método for recursivo? void m1() {
_ if (condigdo) {
@ Ocorre a mesma coisa... cl;
. .. 10);
@ Até a chamada original 122_()
}
}

@ S3o todas chamadas distintas. A (nica diferenca é
que na recursao, elas possuem o mesmo nome
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Recursdo e Sequéncias

Sequéncias

@ Uma sequéncia S é uma lista de objetos que sdo
enumerados segundo alguma ordem

o Existe um primeiro objeto, um segundo etc
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Recursdo e Sequéncias

Sequéncias

@ Uma sequéncia S é uma lista de objetos que sdo
enumerados segundo alguma ordem

o Existe um primeiro objeto, um segundo etc

@ Uma sequéncia é definida recursivamente
explicitando-se seu primeiro valor (ou primeiros
valores) e, a partir dai, definindo-se outros valores
em termos desses iniciais.
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Recursdo e Sequéncias

Sequéncias

@ Uma sequéncia S é uma lista de objetos que sdo
enumerados segundo alguma ordem

o Existe um primeiro objeto, um segundo etc

@ Uma sequéncia é definida recursivamente
explicitando-se seu primeiro valor (ou primeiros
valores) e, a partir dai, definindo-se outros valores
em termos desses iniciais.

@ Conjuntos, por outro lado, sdo coleces nas quais
nenhuma regra de ordenacao é imposta
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Recursdo e Sequéncias

Sequéncias

@ Uma sequéncia S é uma lista de objetos que sdo
enumerados segundo alguma ordem

o Existe um primeiro objeto, um segundo etc

@ Uma sequéncia é definida recursivamente
explicitando-se seu primeiro valor (ou primeiros
valores) e, a partir dai, definindo-se outros valores
em termos desses iniciais.

@ Conjuntos, por outro lado, sdo coleces nas quais
nenhuma regra de ordenacao é imposta

@ Alguns conjuntos podem ser definidos recursivamente
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Recursao X lteracao

@ Sequéncias tém tanto algoritmos iterativos quanto
recursivos

e Ent3o algoritmos recursivos, que tratam de sequéncias,
tém sua versao iterativa

e Ex:
long fatorial(long n) {
long fatorial(long n) { long res = 1;
if (n==0) return 1; int i;
return nxfatorial(n-1); for (i=2; i<=n; i++)
} res *= i;

return res;
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Recursao X lteracao

@ Sequéncias tém tanto algoritmos iterativos quanto
recursivos

e Ent3o algoritmos recursivos, que tratam de sequéncias,
tém sua versao iterativa

e Ex:
long fatorial(long n) {
long fatorial(long n) { long res = 1;
if (n==0) return 1; int i;
return nxfatorial(n-1); for (i=2; i<=n; i++)
} res *= i;

return res;
Recursivo }
[terativo
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Recursao X lteracao

@ Programas recursivos que possuem chamadas no
final do cédigo sdo facilmente transformaveis em
uma versao nao recursiva

@ Ditos terem recursividade de cauda
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Recursao X lteracao

int buscaBin(int arr[], int el,
int n) {
int fim = n-1;
int ini = 0;
int meio;
while (ini <= fim) {
meio = (fim + ini)/2;
if (arr[meio] < el)
ini = meio + 1;
else
if (arr[meio] > el)
fim = meio - 1;
else return meio;
}

return -1;
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Recursao X lteracao

int buscaBin(int arr[], int el,

int n) { WREXAIEINLS

int fim = n-1;
int ini = 0;
int meio;

while (ini <= fim) {
meio = (fim + ini)/2;
if (arr[meio] < el)
ini = meio + 1;
else
if (arr[meio] > el)
fim = meio - 1;
else return meio;
}

return -1;

int buscaBin(int arr[], int el,
int ini, int fim) {

int meio = (fim + ini)/2;

if (ini > fim) return -1;

if (arr[meio] < el) return
buscaBin(arr,el,meio+1,fim);

if (arr[meio] > el) return
buscaBin(arr,el,ini,meio-1);

return meio;
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Recursao X lteracao

@ Solugdes recursivas sdo geralmente mais concisas
que as iterativas, gerando programas mais simples.
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Recursao X lteracao

@ Solugdes recursivas sdo geralmente mais concisas
que as iterativas, gerando programas mais simples.

@ Solucdes recursivas advém diretamente da prova por
inducao
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Recursao X lteracao

@ Solugdes recursivas sdo geralmente mais concisas
que as iterativas, gerando programas mais simples.

@ Solucdes recursivas advém diretamente da prova por
inducao

@ Solucodes iterativas em geral usam uma quantia de
memoria limitada, enquanto as recursivas nao
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Recursao X lteracao

@ Solugdes recursivas sdo geralmente mais concisas
que as iterativas, gerando programas mais simples.

@ Solucdes recursivas advém diretamente da prova por
inducao

@ Solucodes iterativas em geral usam uma quantia de
memoria limitada, enquanto as recursivas nao

@ A cépia dos parametros a cada chamada recursiva é
um custo adicional para as solucdes recursivas
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Recursao - algumas consideracoes

int buscaBin(int arr[], int el, int ini, int fim) {
int meio = (fim + ini)/2;
if (ini > fim) return -1;
if (arr[meio] < el) return(buscaBin(arr,el,meio+1, fim));
if (arr[meio] > el) return(buscaBin(arr,el,ini, meio-1));
return(meio) ;
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Recursao - algumas consideracoes

Tipicamente, o “usudrio” poderd n3o entender os pardmetros 'extras’ da nossa
fungdo recursiva.

int buscaBin(int arr[], int el, int ini, int fim) {
int meio = (fim + ini)/2;
if (ini > fim) return -1;
if (arr[meio] < el) return(buscaBin(arr,el,meio+1, fim));
if (arr[meio] > el) return(buscaBin(arr,el,ini, meio-1));
return(meio) ;
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Recursao - algumas consideracoes

Tipicamente, o “usudrio” poderd n3o entender os pardmetros 'extras’ da nossa
fungdo recursiva. Por isso é comum termos uma fungdo principal/inicial que
chama a func¢do recursiva.

int buscaBinaria(int arr[], int el, int n) {
return buscaBin(arr, el, 0, n-1);

}

int buscaBin(int arr[], int el, int ini, int fim) {
int meio = (fim + ini)/2;
if (ini > fim) return -1;
if (arr[meio] < el) return(buscaBin(arr,el,meio+1, fim));
if (arr[meio] > el) return(buscaBin(arr,el,ini, meio-1));
return(meio) ;
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Recursao - algumas consideracoes

Tipicamente, o “usudrio” poderd n3o entender os pardmetros 'extras’ da nossa
fungdo recursiva. Por isso é comum termos uma fungdo principal/inicial que
chama a func¢do recursiva.

Dependendo do compilador C usado, ele pode reclamar por ndo “conhecer” a
funcio que estd sendo chamada na recurs3o.

int buscaBinaria(int arr[], int el, int n) {
return buscaBin(arr, el, 0, n-1);

3

int buscaBin(int arr[], int el, int ini, int fim) {
int meio = (fim + ini)/2;
if (ini > fim) return -1;
if (arr[meio] < el) return(buscaBin(arr,el,meio+1, fim));
if (arr[meio] > el) return(buscaBin(arr,el,ini, meio-1));
return(meio) ;
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Recursao - algumas consideracoes

Tipicamente, o “usudrio” poderd n3o entender os pardmetros 'extras’ da nossa
fungdo recursiva. Por isso é comum termos uma fungdo principal/inicial que
chama a func¢do recursiva.

Dependendo do compilador C usado, ele pode reclamar por ndo “conhecer” a
funcdo que estd sendo chamada na recursdo. Nestes casos é comum realizarmos
uma declaracdo prévia da fungdo (apenas de sua assinatura).

int buscaBinaria(int arr([], int el, int n) {
return buscaBin(arr, el, 0, n-1);

3

int buscaBin(int arr[], int el, int ini, int fim);

int buscaBin(int arr[], int el, int ini, int fim) {
int meio = (fim + ini)/2;
if (ini > fim) return -1;
if (arr[meio] < el) return(buscaBin(arr,el,meio+1, fim));
if (arr[meio] > el) return(buscaBin(arr,el,ini, meio-1));
return(meio) ;
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Calculo de Polinémios

@ Dado um arranjo (a,, ap_1, ..., a1, a) de
coeficientes, e um valor x, queremos calcular o
polindbmio

P,(x) = apnx" + ap_1x" 1+ ...+ aix + ag

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 06 — Recursdo



Inducao e Algoritmos

Exemplo: Calculo de Polinémios

@ Dado um arranjo (a,, ap_1, ..., a1, a) de
coeficientes, e um valor x, queremos calcular o
polinémio

P,(x) = apnx" + ap_1x" 1+ ...+ aix + ag

@ Vamos projetar um algoritmo para resolver esse
problema a partir da demonstracdo indutiva da
seguinte afirmacao:

Dados x e (ap,an_1,- .., a1, a), posso calcular P,(x)

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 06 — Recursdo



Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag

e Hipdtese: Dados x e (a,a,-1,-..,a1,d0), conseguimos
calcular P,_1(x)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag

e Hipdtese: Dados x e (a,a,-1,-..,a1,d0), conseguimos
calcular P,_1(x)

o Passo: E direto que P,(x) = a,x" + P,_1(x)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag

e Hipdtese: Dados x e (a,a,-1,-..,a1,d0), conseguimos
calcular P,_1(x)

o Passo: E direto que P,(x) = a,x" + P,_1(x)

@ Algoritmo derivado:

P(A, x, n)
se n = 0 retorne A[O]
senio

retorne A[n] * x°n + P(A, x, n-1)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag

e Hipodtese: Dados x e
calcular P,_1(x)

2dn—1,---,d1,dp), CONSEEUIMOS

o Passo: E direto que P,(x) = a,x”

@ Algoritmo derivado:

P(A, x, n)
se n = 0 retorne A[O]
senio

retorne A[n] * x°n + P(A, x, n-1)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag

e Hipdtese: Dados x e (ap,a,-1,-..,a1,d0), conseguimos
calcular P,_1(x)

o Passo: E direto que P,(x) = apx2+ P,_1(x)

@ Algoritmo derivado:
Hipétese de
P(A’ X’ n)
se n = 0 retorne A[0]
sendo (//////

retorne A[n] * x°n + P(A, x, n-1)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Célculo de PolinGmios

@ Demonstracao:

e Base: Py(x) = ag

e Hipdtese: Dados x e (a,a,-1,-..,a1,d0), conseguimos
calcular P,_1(x)

o Passo: E direto que P,(x) = apx" + P,_1(x)
@ Algoritmo derivado: \

P(A’ X’ n)
se n = 0 retorne A[O]
senio

retorne A[n] * x°n + P(A, x, n-1)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Calculo de Polinémios

@ Algoritmo:
P(A, x, n)
se n = 0 retorne A[0]
senio
retorne A[n] * x™n + P(A, x, n-1)

@ Eem C;
#include <math.h>
double pol(double A[], double x, int n) {
if (n==0) return(A[0]);
return A[n] * pow(x,n) + pol(A,x,n-1);

} v
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Vimos o algoritmo “ja pronto”. Mas serd que
conseguimos implementa-lo a partir da prova?
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Vimos o algoritmo “ja pronto”. Mas serd que
conseguimos implementa-lo a partir da prova?

@ Considere a afirmacao:

“Dado um arranjo r, ordenado de forma crescente,
de tamanho n > 1, consigo dizer se um determinado
valor x estd ou nao estd no arranjo”

v
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

e Base: n=1.
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipotese (H.l.):
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipoétese (H.l.):

@ Dado j > 1 e um arranjo r de j elementos, em ordem
crescente, sei dizerse x € r, Vi=|r|, 1 <i <
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipoétese (H.l.):

@ Dado j > 1 e um arranjo r de j elementos, em ordem
crescente, sei dizer se x € r, Vi =|r|, 1 < i <j (ind. forte)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipoétese (H.l.):

@ Dado j > 1 e um arranjo r de j elementos, em ordem
crescente, sei dizer se x € r, Vi =|r|, 1 < i <j (ind. forte)

@ Passo: Seja s um arranjo de j + 1 elementos.
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipoétese (H.l.):

@ Dado j > 1 e um arranjo r de j elementos, em ordem
crescente, sei dizer se x € r, Vi =|r|, 1 < i <j (ind. forte)

@ Passo: Seja s um arranjo de j + 1 elementos.

@ Se o elemento do meio de s, s, for x, entdo x € s
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipoétese (H.l.):
@ Dado j > 1 e um arranjo r de j elementos, em ordem

crescente, sei dizer se x € r, Vi =|r|, 1 < i <j (ind. forte)

@ Passo: Seja s um arranjo de j + 1 elementos.

@ Se o elemento do meio de s, s, for x, entdo x € s

e Sendo, se s, > x, olho no sub-arranjo s’ = [s1,5,. .., Sm_1].
Pela H.I., sei dizer se x € s, entdo sei dizer se x € s
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ Base: n=1. Serp = x, entdo x € r, sendo x & r

e Hipoétese (H.l.):
@ Dado j > 1 e um arranjo r de j elementos, em ordem
crescente, sei dizer se x € r, Vi =|r|, 1 < i <j (ind. forte)
@ Passo: Seja s um arranjo de j + 1 elementos.

@ Se o elemento do meio de s, s, for x, entdo x € s

e Sendo, se s, > x, olho no sub-arranjo s’ = [s1,5,. .., Sm_1].
Pela H.I., sei dizer se x € s, entdo sei dizer se x € s

e Sendo (s, < x), olho no sub-arranjo s’ = [si1, Sma2, - - -5
sj+1]. Pela H.I., sei dizer se x € s’, ent3o sei dizer se x € s

= = — = = ~
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Busca Bindria

@ E disso temos o algoritmo:
busca(r, x)

se |r|l =1
se r;=x retorna "esta"
sendo retorna "ndo esta"
senao
m <- indice do meio do arranjo
se r, = X, retorna "esta"
sendo, se r, > X
retorna busca([r;, rp, ..., Tmo1], X)
senao
retorna busca(lrmii, Tmi2, --., T, %)
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Considere a imagem
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Considere a imagem

@ O objetivo é mover os n discos do primeiro pino a
um outro, de acordo com as seguintes regras:

@ Apenas um disco pode ser movido por vez

@ Um disco maior ndo pode ser colocado sobre um menor

@ Pode-se usar o terceiro pino como auxiliar
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Como fazer?
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Como fazer?

@ Quero demonstrar que: Dados trés pinos, e uma
torre de n discos em um desses pinos, consigo
mover essa torre para um segundo pino, sujeito as
condicoes:

@ Apenas um disco pode ser movido por vez

@ Um disco maior nao pode ser colocado sobre um menor

@ Pode-se usar o terceiro pino como auxiliar
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Base: n=1
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Base: n=1

@ Mova o disco do pino de origem para o de destino

A1l 5 11l
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Base: n=1

@ Mova o disco do pino de origem para o de destino

il 11l

@ Hipdtese: Consigo mover uma torre de j — 1
discos, (—1)>1=j>1
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Base: n=1

@ Mova o disco do pino de origem para o de destino

il 11l

@ Hipdtese: Consigo mover uma torre de j — 1
discos, (—1)>1=j>1

@ Passo: Seja uma torre de Handi com j discos:

Al l
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Passo (cont.): Pela H.l., consigo mover os j — 1
discos do topo para um pino auxiliar
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Passo (cont.): Pela H.l., consigo mover os j — 1
discos do topo para um pino auxiliar

all 5 1lal
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Passo (cont.): Pela H.l., consigo mover os j — 1
discos do topo para um pino auxiliar

all 5 1Al

Movo entao o disco da base para o pino de destino
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Passo (cont.): Pela H.l., consigo mover os j — 1
discos do topo para um pino auxiliar

all o, 14

Movo entao o disco da base para o pino de destino

el 4 1A
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Hanoi

e Passo (cont.): E, novamente pela H.l., consigo
mover os j — 1 discos do pino auxiliar para o de
destino
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

e Passo (cont.): E, novamente pela H.l., consigo
mover os j — 1 discos do pino auxiliar para o de
destino

a1l 5 1la
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Ou seja...

all 5 2l &
Al o, 14
&

~
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

@ Ou seja...

all 5 2l &
Al o, 14
&

~

Nada intuitivo!
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Inducao e Algoritmos

Exemplo: Torres de Handi

o E...

void hanoi(char ori, char dst, char aux, int n) {

if(n == 1) {
printf("Mova de ’%c para %c.\n", ori, dst);
} else {

hanoi(ori, aux, dst, n-1);
hanoi(ori, dst, aux, 1);
hanoi(aux, dst, ori, n-1);
}
}
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Inducao e Algoritmos

@ hanoi(’0’,’D’,’A’,3):
Mova de O para D.
Mova de O para A.
Mova de D para A.
Mova de O para D.
Mova de A para O.
Mova de A para D.
Mova de O para D.
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@ Algoritmos tratam sempre de se demonstrar um
teorema:
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@ Algoritmos tratam sempre de se demonstrar um
teorema:

e Meu algoritmo resolve um determinado problema
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@ Algoritmos tratam sempre de se demonstrar um
teorema:

e Meu algoritmo resolve um determinado problema

@ A demonstracdo por inducdo é uma técnica
bastante interessante, pois:
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@ Algoritmos tratam sempre de se demonstrar um
teorema:

e Meu algoritmo resolve um determinado problema
@ A demonstracdo por inducdo é uma técnica
bastante interessante, pois:

@ Possui a caracteristica de ser construtiva, evidenciando os
passos necessdrios para se obter o resultado do teorema
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@ Algoritmos tratam sempre de se demonstrar um
teorema:

e Meu algoritmo resolve um determinado problema

@ A demonstracdo por inducdo é uma técnica
bastante interessante, pois:
@ Possui a caracteristica de ser construtiva, evidenciando os
passos necessdrios para se obter o resultado do teorema

e Util para formular procedimentos recursivos e indutivos cujas
provas de corretude s3o as provas por inducdo que lhes
deram origem.
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