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Inducao

@ Técnica importante para projeto de algoritmos

@ Ferramenta (til para provar afirmacoes quanto a
eficiéncia e correcao de algoritmos

Definicao

Consistem em inferir uma regra geral a partir de
instancias particulares, indo entdo do efeito as causas,
das consequéncias ao principio, da experiéncia a teoria.
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Formas de Inferéncia

@ Consiste em chegar a uma conclusdo a partir de
premissas (regras e fatos)

@ A conclusao deve necessariamente ser verdadeira,
caso todas as premissas sejam verdadeiras

o Ex:
@ Premissa: se chover, a estrada estara molhada

@ Premissa: choveu

@ Deducao: a estrada esta molhada
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Formas de Inferéncia

@ Consiste de, apds considerar um nimero suficiente
de exemplos, concluir uma regra geral

@ Constréi uma conclusdo baseada em experiéncia

o Ex:
@ Premissas: todas as vezes em que vi chover, a estrada
estava molhada
@ Inducdo: se chover, a estrada estarda molhada

o Naturalmente, a conclusdo ndo é definitiva, pois contém
informacdo (de que n3o hd chuva sem estrada molhada) n3o
dada pelas premissas
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Formas de Inferéncia

@ Consiste de encontrar a hipétese mais provavel para
uma determinada premissa observada

e Ex:

@ Premissa: se chover, a estrada estara molhada
@ Premissa: a estrada estd molhada

e Abdugdo: (provavelmente) choveu

@ Trata-se da inferéncia a favor da melhor explicacdo

v,
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Formas de Inferéncia

A — B

Conheco a regra
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Formas de Inferéncia

A — B

Sei que A é verdade
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Formas de Inferéncia

A — B

Ent3o infiro que B é verdade
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Formas de Inferéncia

B

Por varias vezes, vi B
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Formas de Inferéncia

A B

em decorréencia de A
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Formas de Inferéncia

A — B

Infiro entdo que provavelmente A — B
(incerteza)
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Formas de Inferéncia

A — B

Conheco a regra
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Formas de Inferéncia

A — B

Sei que B é verdade
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Formas de Inferéncia

A — B

Ent3o infiro que A é provavelmente verdade
(incerteza)
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Inferéncia e Algoritmos

@ E o que isso tudo tem a ver com algoritmos?
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Inferéncia e Algoritmos

@ E o que isso tudo tem a ver com algoritmos?

@ Vejamos como geralmente criamos algoritmos para
um determinado problema:
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Inferéncia e Algoritmos

@ E o que isso tudo tem a ver com algoritmos?

@ Vejamos como geralmente criamos algoritmos para
um determinado problema:

@ Olhamos alguns exemplos de entrada + saida esperada
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Inferéncia e Algoritmos

@ E o que isso tudo tem a ver com algoritmos?

@ Vejamos como geralmente criamos algoritmos para
um determinado problema:

@ Olhamos alguns exemplos de entrada + saida esperada

@ Criamos um procedimento que, para esses casos, faca com
que a entrada leve a saida
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Inferéncia e Algoritmos

@ E o que isso tudo tem a ver com algoritmos?

@ Vejamos como geralmente criamos algoritmos para
um determinado problema:

@ Olhamos alguns exemplos de entrada + saida esperada

@ Criamos um procedimento que, para esses casos, faca com
que a entrada leve a saida
@ Naturalmente, isso ocorre para problemas ainda nao
especificados matematicamente

e Do contrério, basta seguirmos a especificacdo (férmula)
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Inferéncia e Algoritmos

@ Olhamos alguns exemplos de entrada + saida
esperada

@ Criamos um procedimento que, para esses casos,
faca com que a entrada leve a saida
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Inferéncia e Algoritmos
Mais de perto...

@ Olhamos alguns exemplos de entrada + saida
esperada

@ Criamos um procedimento que, para esses casos,
faca com que a entrada leve a saida

@ A partir de N pares {[E;, S],1 < i < N}

@ Inferimos que, via nosso procedimento P,

(£ 5 S VIE, S}
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Inferéncia e Algoritmos

Nossa inferéncia:
@ A partir de N pares {[E;,S]],1 <i < N}

@ Inferimos que, via nosso procedimento P,

(£ 5 S VIE, S}

@ Que tipo de raciocinio é esse?
() Dedutivo

() Indutivo
() Abdutivo
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Inferéncia e Algoritmos

Nossa inferéncia:
@ A partir de N pares {[E;,S]],1 <i < N}

@ Inferimos que, via nosso procedimento P,

(£ 5 S VIE, S}

@ Que tipo de raciocinio é esse?
() Dedutivo

(x) Indutivo
() Abdutivo
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Inferéncia e Algoritmos

@ S6 que o raciocinio indutivo € incerto. Nao
podemos confiar plenamente nele.
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Inferéncia e Algoritmos

@ S6 que o raciocinio indutivo € incerto. Nao
podemos confiar plenamente nele.

@ Temos entdo que achar uma forma de aplicar o
raciocinio dedutivo

. : P , .
e Provando assim que a conjectura E; — S; é verdadeira para
todo [E;, Si
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Inferéncia e Algoritmos

@ S6 que o raciocinio indutivo € incerto. Nao
podemos confiar plenamente nele.

@ Temos entdo que achar uma forma de aplicar o
raciocinio dedutivo

. : P , .
e Provando assim que a conjectura E; — S; é verdadeira para
todo [E;, Si

@ Embora possamos buscar um contra-exemplo para a
conjectura, provando sua falsidade, provar sua
veracidade é mais dificil

e Pois, a menos que possamos testar todos os exemplos
possiveis, ainda restard duvida
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Inducao Finita

@ Nesse sentido, uma técnica que nos permite provar
nossa conjectura € a Inducao Finita.

Principio da Indugdo Finita (Fraca)

Sejam P, afirmacdes associadas a cada inteiro positivo
n > k. Se Py for verdadeira e, para cada inteiro positivo
J > k pudermos mostrar que, se P; for verdadeira entao
Pi+1 também o serd, entdo P, serd verdadeira para todo
inteiro n > k.
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Inducao Finita

e E, formalmente...

Principio da Indugdo Finita (Fraca)

Para provarmos que P, é verdadeira para todo n > k,
teremos que provar que:

@ P é verdadeira para algum k > 1 (Py é verdadeira)

@ Para todo j > k, se P for verdadeira para j entao
também o serd para j + 1 (P; = Pjy1)
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Indu¢do Finita (Fraca)

Em outras palavras...

@ Mostramos que P é verdadeira para um
determinado k > 1 (normalmente, k = 1)

@ Assumimos que P é verdadeira para um inteiro
arbitrario j > k (j = k ja provamos)

© Baseados nessa hipdtese, mostramos que P €
verdadeira, ou seja, provamos que P é verdadeira
para j +1

E assim conseguimos mostrar que P é verdadeira
para qualquer inteiro > k
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Indu¢do Finita (Fraca)

Partes do Processo de Inducdo Finita

e Base: demonstrar que P; (ou Py, para um
determinado k > 1) é verdadeira (passo 1 no slide
anterior)

o Hipétese de inducao: assumir que P; é verdadeira

e Passo indutivo: estabelecer que P; — P, é
verdadeira (passo 3)
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

@ Demonstramos que P vale para um determinado k

@ Demonstramos que o fato de P valer para algum
J > k arbitrario implica valer para j + 1

@ Entdo segue que P valendo para k faz com que ela
valha para k + 1 também (Py.; é verdadeiro)

@ P valer para k + 1, por sua vez, implica valer para
k + 2, e assim por diante...
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

Pe P P2 o Pi P
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

Pe P P2 o Pi P

\

Provamos a base
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

N
Pe P P2 o Pi P

A partir da base, e de que P; = P;;, temos o segundo
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

NN
Pe P P2 o Pi P

A partir do segundo, e de que P; = P;;;, temos o terceiro
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

N N Y
Pe P P2 o Pi P

E assim por diante...
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

7N N N N
Pe P P2 o Pi P

E assim por diante...

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Indug3o Fraca e Forte



Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

N N N N N
Pe P P2 o Pi P

E assim por diante...
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que isso funciona?

Temos entao um efeito domind:

N N N N N
Pe P P2 o Pi P

E assim por diante...
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que inducdo fraca?

@ Essa formulacao é denominada principio da inducao
(finita) fraca, porque apenas P; é assumida como
verdadeiro para se provar a veracidade de Pj 4
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que inducdo fraca?

@ Essa formulacao é denominada principio da inducao
(finita) fraca, porque apenas P; é assumida como
verdadeiro para se provar a veracidade de Pj 4

Mas isso é realmente inducao?

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Induc3o Fraca e Forte



Indu¢do Finita (Fraca)

E por que inducdo fraca?

@ Essa formulacao é denominada principio da inducao
(finita) fraca, porque apenas P; é assumida como
verdadeiro para se provar a veracidade de Pj 4

Mas isso é realmente inducao?

@ Nao. O processo é, de fato, dedutivo
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que inducdo fraca?

@ Essa formulacao é denominada principio da inducao
(finita) fraca, porque apenas P; é assumida como
verdadeiro para se provar a veracidade de Pj 4

Mas isso é realmente inducao?

@ Nao. O processo é, de fato, dedutivo

@ Mas entdo, por que inducdo finita?
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Indu¢do Finita (Fraca)

E por que inducdo fraca?

@ Essa formulacao é denominada principio da inducao
(finita) fraca, porque apenas P; é assumida como
verdadeiro para se provar a veracidade de Pj 4

Mas isso é realmente inducao?

@ Nao. O processo é, de fato, dedutivo

@ Mas entdo, por que inducdo finita?
e Porque tentamos demonstrar uma conjectura que
possivelmente foi formulada por um raciocinio indutivo
. P
(como nosso algoritmo {E; — S;, V[E;, Si})
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Indu¢do Finita (Fraca)

E qual a utilidade disso?

@ O principio da Inducdo Finita é uma implicacdo,
cuja conjectura é da forma:

“a afirmacdo P é verdadeira para todos os inteiros
positivos”

@ Assim, é uma técnica util quando queremos
demonstrar que alguma propriedade é valida para
qualquer inteiro positivo
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n)

=1+3+5+...+(2n—1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =
mostrar P,: S(n) =

e Base: P, :S5(1)=1=12

1+3+5+...4+(2n—1), e queremos
2
n
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =
mostrar P,: S(n) =

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

1+3+5+...4+(2n—1), e queremos
2
n
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =1+4+3+5+...4+(2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =1+4+3+5+...4+(2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)
e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)
o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =1+4+3+5+...4+(2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)

o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
S 143454 (2 1)+ (G +1) 1)

Incluimos o
pentltimo
elemento de Pjy4
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =1+4+3+5+...4+(2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

Base: P, : S(1) =1 =12 (ok)

Hipétese: P; : S(j) = j? (assumo verdadeira)
Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(+1)—-1)
— 14345 4.+ (2-1)+(2(+1) 1)

=50)+QU+1)-1)
Usamos que
isso tudo é S(j)
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =1+4+3+5+...4+(2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)

o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
S 143454 (2 1)+ (G +1) 1)
=50)+Q@U+1)-1)
=2+ (20 +1)-1)

E assumimos

Py : 5() =/
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n)
mostrar P,: S(n)

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)

o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
S 143454 (2 1)+ (G +1) 1)
=50)+Q@U+1)-1)
=2+ ((+1)-1)
=j/2+2j+1

1+3+5+...4+(2n—1), e queremos
2
n
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n)
mostrar P,: S(n)

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)

o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
—14+3454...+(2—1)+@2(+1)—1)
=50)+@U+1)-1)
=+ U+ -1)
=/ +2j+1
=(+1)

1+3+5+...4+(2n—1), e queremos
2
n
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n)
mostrar P,: S(n)

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)

o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
—14+3454...+(2—1)+@2(+1)—1)
=50)+@U+1)-1)
=+ U+ -1)
=/ +2j+1
=(+1P=S(+1)=(+1)

1+3+5+...4+(2n—1), e queremos
2
n
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

o Nesse caso, S(n) =1+4+3+5+...4+(2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

e Base: P;:S(1)=1=1? (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = j? (assumo verdadeira)

o Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(J+1)—-1)
—1434+5+...+(2—1)+(2(+1)-1)
=50)+@U+1)-1)
=+ U+ -1)
=j/2+2j+1
=(+1)2=S(+1)=(+1)* = P é verdadeira
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

o Prove que 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) = n?, para
n>1

Nesse caso, S(n) =1+3+5+ ...+ (2n— 1), e queremos
mostrar P,: S(n) = n?

Base: P, : S(1) =1 =12 (ok)

Hipétese: P; : S(j) = j? (assumo verdadeira)

Passo: S(j+1)=1+3+5+...+(2(+1)—-1)
—1434+5+...+(2—1)+(2(+1)-1)

= 5(./) U+1)-1)

Note que, para
:J + (2(./ + 1) - 1) provarmos Pj1
:j2+2j+]_ usamos P; : S(j) = >

=(+1)2=S5(+1)=(+1)*= P;; é verdadeira
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P, : S(n) = —”(”; 2

Aula 05 — Indugdo Fraca e Forte



Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove
Py s(m = "+

e Base: P, :5(1)=1= 1(12+1)

Aula 05 — Indugdo Fraca e Forte



Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove
Py s(m = "+

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P, : S(n) = —”(”; 2

e Base: P,:S5(1)=1= 1(12+1) (ok)
T
e Hipétese: P;: S(j) = J(«/;' )
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

1
P, S(n) = —”(”; )
o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)
e Hipétese: P;: S(j) = j(j;—l)

o Passo: S(j+1)=1+2+...++(+1)
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P, : S(n) = —”(”; 2

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)

—
e Hipdtese: P, : 5(1'):1(«/;‘ )
o Passo: S(j+1)=1+2+...+j+(+1)

=S()+(+1)
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P,,:S(n):—n(n;l)

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)

e Hipétese: P;: 5()) :j(’jg—l)

o Passo: S(j+1)=1+2+...++(+1)
s+ G+ ="
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

Py s(m = "+

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)

e Hipétese: P;: 5()) :j(’jg—l)

o Passo: S(j+1)=1+2+...+j+(+1)
s+ Gy = gy
_JU+1)+20+1)

2
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P, : S(n) = —”(”; 2

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)

o Hipétese: P;: S(j):j(’jg—l)
o Passo: S(j+1)=1+2+...++(+1)
s+ G+ ="

JU+)+20+1)  (+10+2)
2 2
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P,:S(n) = w

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)

o Hipstese: P, : S(j) — 1Y . D

o Passo: S(j+1)=1+2+...+j+(+1)
s+ =2 G
_JU+nN+206+1)  (+1D0+2)
_ (J+1)((12'2+ +1) :
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Indugdo Finita (Fraca) — Exemplo

@ Seja S(n)=1+2+ ...+ n. Prove

P, : S(n) = —”(”; 2

o Base: P :S(1) =1= 111 (ok)

e Hipétese: P;: S(j) = jG+1)

2
e Passo: S(j+1)=1+2+...+j+(+1)
JjG+1) .
=S()+(+1)= o +(+1)
_JU+nN+206+1)  (+1D0+2)
2 2

_ NG+ +Y) SS(1) = (J+1)((J+) 1)
2
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Indu¢do Finita (Fraca)

e E facil se enganar ao construir uma prova por
inducao

@ Quando demonstramos que P;;; é verdadeira, sem
usarmos a hipétese P;, nao estamos fazendo uma
prova por inducao finita

@ Nesse caso, estamos fazendo uma prova direta de
Pj+1, onde j + 1 € arbitrario
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Inducao Finita

@ Em alguns problemas, contudo, para se provar que

P;+1 é verdadeira, temos que assumir a veracidade

de todas as P;, para k < i <

Principio da Indugdo Finita (Forte)

Sejam P, afirmacdes associadas a cada inteiro positivo
n > k. Se Py for verdadeira e, para cada inteiro positivo
J > k pudermos mostrar que, se Py, Px.1,..., P; forem
verdadeiras entdo P;; também o serd, entdo P, sera
verdadeira para todo inteiro n > k.
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Inducao Finita

e E, formalmente...

Principio da Indugdo Finita (Forte)

Para provarmos que P, é verdadeira para todo n > k,
teremos que provar que:

@ P é verdadeira para algum k > 1 (Py é verdadeira)
@ Para todo j > k, se Py, Pry1, ..., P; forem

verdadeiras, entao P também o serd para j + 1
(Pr; P, -+ Pp = Piy1)
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Indugdo Finita (Forte)

Em outras palavras...

@ Mostramos que P é verdadeira para um
determinado k > 1 (normalmente, k = 1)

@ Dado um inteiro arbitrario j, assumimos que P é
verdadeira para todo i, k < i <

© Baseados nessa hipdtese, mostramos que P €
verdadeira, ou seja, provamos que P é verdadeira
para j +1

E assim conseguimos mostrar que P é verdadeira
para qualquer inteiro n > k
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Indugdo Finita (Forte)

Partes do Processo de Inducao Finita

e Base: demonstrar que P; (ou Py, para um
determinado k > 1) é verdadeira (passo 1 no slide
anterior)

@ Hipotese de inducao: assumir que
Pk, Piy1, . .., Pj sao verdadeiras

@ Passo indutivo: estabelecer que
Px, Pi+1, - .., Pj — Pj41 é verdadeira (passo 3)
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Inducdo Finita Fraca x Forte

Afinal, qual a diferenca entre elas?

@ Na fraca, devemos provar, para um inteiro arbitrario
J, que Pj;q é verdadeira, com base somente na
premissa de que P; € verdadeira
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Inducdo Finita Fraca x Forte

Afinal, qual a diferenca entre elas?

@ Na fraca, devemos provar, para um inteiro arbitrario
J, que Pj;q é verdadeira, com base somente na
premissa de que P; € verdadeira

@ Na forte, devemos assumir que P; é verdadeira para
todo inteiro / entre r e um inteiro positivo arbitrario
J, para entdo provar que P € verdadeira.

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Indugdo Fraca e Forte



Inducdo Finita Fraca x Forte

@ A forte recebe esse nome por nos dar mais base,
para 0s Casos em que NAo CONSeguimos provar com
a fraca.
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Inducdo Finita Fraca x Forte

@ A forte recebe esse nome por nos dar mais base,

para 0s Casos em que NAo CONSeguimos provar com
a fraca.

@ Ent3o a forte é melhor?
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Inducdo Finita Fraca x Forte

@ A forte recebe esse nome por nos dar mais base,
para 0s Casos em que NAo CONSeguimos provar com
a fraca.

@ Ent3o a forte é melhor?

@ Nao. Elas sdo totalmente equivalentes
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que para todo n > 2, n ou é um ndmero
primo ou é o produto de nimeros primos.
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que para todo n > 2, n ou é um ndmero
primo ou é o produto de nimeros primos.

@ Nesse caso, P; é a afirmacao de que i ou é um niimero primo
ou o produto de primos
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que para todo n > 2, n ou é um ndmero
primo ou é o produto de nimeros primos.

@ Nesse caso, P; é a afirmacao de que i ou é um niimero primo
ou o produto de primos

e Base: P, é verdadeira (2 é primo)
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que para todo n > 2, n ou é um ndmero
primo ou é o produto de nimeros primos.

@ Nesse caso, P; é a afirmacao de que i ou é um niimero primo
ou o produto de primos
e Base: P, é verdadeira (2 é primo)

o Hipotese: Dado um inteiro arbitrdrio j, suponho que, para
todo inteiro 2 </ < j, P; é verdadeira, ou seja, i é primo ou

o produto de primos
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que para todo n > 2, n ou é um ndmero
primo ou é o produto de nimeros primos.

@ Nesse caso, P; é a afirmacao de que i ou é um niimero primo
ou o produto de primos

e Base: P, é verdadeira (2 é primo)

o Hipotese: Dado um inteiro arbitrdrio j, suponho que, para
todo inteiro 2 </ < j, P; é verdadeira, ou seja, i é primo ou
o produto de primos

@ Em outras palavras, assumo que todo inteiro entre 2 e j ou é primo
ou é o produto de primos
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.

Se j + 1 for primo, o resultado estd correto.
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.
Se j + 1 for primo, o resultado estd correto.

Se ndo for primo, entdo podemos escrevé-lo como
Jj+ 1= ab (pois, do contrério, j + 1 seria primo)
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.
Se j + 1 for primo, o resultado estd correto.

Se ndo for primo, entdo podemos escrevé-lo como
Jj+ 1= ab (pois, do contrério, j + 1 seria primo)

Nesse caso, l <a<j+1lel < b<j+1, pois sua
multiplicacdo ndo pode passar de j + 1, e se um deles for 1
estaremos dizendo que j +1 = j + 1, o que é Sbvio.
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.
Se j + 1 for primo, o resultado estd correto.

Se ndo for primo, entdo podemos escrevé-lo como

Jj+ 1= ab (pois, do contrério, j + 1 seria primo)

Nesse caso, l <a<j+1lel < b<j+1, pois sua
multiplicacdo ndo pode passar de j + 1, e se um deles for 1
estaremos dizendo que j +1 = j + 1, o que é Sbvio.

Isso equivale a dizerque2 < a<j je2<b<j, poisaeb
sao inteiros
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.
Se j + 1 for primo, o resultado estd correto.
Se ndo for primo, entdo podemos escrevé-lo como
Jj+ 1= ab (pois, do contrério, j + 1 seria primo)

Nesse caso, l <a<j+1lel < b<j+1, pois sua
multiplicacdo ndo pode passar de j + 1, e se um deles for 1
estaremos dizendo que j +1 = j + 1, o que é Sbvio.

Isso equivale a dizerque2 < a<j je2<b<j, poisaeb
sao inteiros

Aplicando-se a hipdtese de inducao em a, temos que ele é
primo ou o produto de primos. O mesmo vale para b.
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo: Vejamos agora j + 1.
Se j + 1 for primo, o resultado estd correto.

Se ndo for primo, entdo podemos escrevé-lo como

Jj+ 1= ab (pois, do contrério, j + 1 seria primo)

Nesse caso, l <a<j+1lel < b<j+1, pois sua
multiplicacdo ndo pode passar de j + 1, e se um deles for 1
estaremos dizendo que j +1 = j + 1, o que é Sbvio.

Isso equivale a dizerque2 < a<j je2<b<j, poisaeb
sao inteiros

Aplicando-se a hipdtese de inducao em a, temos que ele é
primo ou o produto de primos. O mesmo vale para b.

Assim, ab é o produto de primos (2 ou mais, nesse caso), e
a demonstracdo se completa
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Note que, nesse exemplo, ndo conseguimos provar P
usando apenas j

@ Precisamos apelar a dois inteiros arbitrarios a e b, entre 2 e j

e Como n3o sabemos quais usaremos, tivemos que assumir
que a hipdtese valia para todos os inteiros entre 2 e

7

@ E entdo nisso que reside a forca dessa inducao

e N3ao ficamos presos a j, mas sim a um intervalo de valores,
nos dando mais possibilidades para a demonstracao
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5

e Base: Pg=8=3+5
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5

e Base: Pg =8=3+5 (ok)
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5

e Base: Pg =8=3+5 (ok)

e Hipétese: Dado um inteiro arbitrédrio j, P; é verdadeira para
todo 8 < <
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5

e Base: Pg =8=3+5 (ok)

e Hipétese: Dado um inteiro arbitrédrio j, P; é verdadeira para
todo 8 < <

e Passo: Por conveniéncia, vamos demonstrar outros 2
resultados:
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5
e Base: P =8=3+5 (ok)

e Hipétese: Dado um inteiro arbitrédrio j, P; é verdadeira para
todo 8 < <

e Passo: Por conveniéncia, vamos demonstrar outros 2
resultados:

Py =3+3+3 (ok)
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

@ Prove que qualquer valor postal maior ou igual a
oito unidades monetdrias pode ser obtido usando-se
apenas selos com valores de 3 e 5

e Base: Pg =8=3+5 (ok)

e Hipétese: Dado um inteiro arbitrédrio j, P; é verdadeira para
todo 8 < <

e Passo: Por conveniéncia, vamos demonstrar outros 2
resultados:

Pg:3+3—|—3(0k)
P10:5—|-5(Ok)
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo (cont.): Podemos entdo assumir que j +1 > 11
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo (cont.): Podemos entdo assumir que j +1 > 11

Precisamos escrever

isso em termos de
algo no intervalo
8<i<j
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo (cont.): Podemos entdo assumir que j +1 > 11

Temos entdo que (j+1) —3 > 11 -3

Precisamos escrever

isso em termos de
algo no intervalo
8<i<j
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo (cont.): Podemos entdo assumir que j +1 > 11
Temos entdo que (j+1) —3 > 11 -3
= j-2>8

Precisamos escrever

isso em termos de
algo no intervalo
8<i<j
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo (cont.): Podemos entdo assumir que j +1 > 11
Temos entdo que (j+1) —3 > 11 -3
= j-2>8

Como 8 < j — 2 < j entdo, pela hipétese de indugdo, P;_, é
verdadeira, e posso escrever j — 2 como uma combinagdo de
3eb
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Indugdo Finita (Forte) — Exemplo

e Passo (cont.): Podemos entdo assumir que j +1 > 11
Temos entdo que (j+1) —3 > 11 -3
= j-2>8

Como 8 < j — 2 < j entdo, pela hipétese de indugdo, P;_, é
verdadeira, e posso escrever j — 2 como uma combinagdo de
3eb

Como j+1=(j—2)+ 3, entdo P11 = Pj_» + 3, e como
P;_» é uma combina¢do de 3 e 5, adicionar 3 faz com que
P11 também o seja.
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Inducao Finita

Variacoes

@ Inicialmente, vimos casos em que:
@ Mostramos Py, assumimos P;,j > k e mostramos que
P; — Pj41 (fraca)

@ Mostramos Py, assumimos Py, Piy1,...,P;,j > ke
mostramos que P; — P4 (forte)
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Inducao Finita

Variacoes

@ Inicialmente, vimos casos em que:
@ Mostramos Py, assumimos P;,j > k e mostramos que
P; — Pj41 (fraca)

@ Mostramos Py, assumimos Py, Piy1,...,P;,j > ke
mostramos que P; — P4 (forte)

@ Caso classico
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Inducao Finita

Variacoes

@ Contudo, podemos ampliar a base, por exemplo:

e Mostramos Py, Pii1, Pryo, assumimos P;,j > k +2 e
mostramos que P; — Pj (fraca)

@ Mostramos Py, Pi.1, P12, assumimos
Pit2, Pet3, ..., Pj,j > k + 2 e mostramos que P; — P
(forte)
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Inducao Finita

Variacoes

@ Contudo, podemos ampliar a base, por exemplo:

e Mostramos Py, Pii1, Pryo, assumimos P;,j > k +2 e
mostramos que P; — Pj (fraca)

@ Mostramos Py, Pi.1, P12, assumimos
Pit2, Pet3, ..., Pj,j > k + 2 e mostramos que P; — P
(forte)

@ Ou seja, “esticamos” a base até um valor que nos
ajude na prova, como no ultimo exemplo visto
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Inducao Finita

Variacoes

@ E nada nos impede de fazer:

@ Mostramos Py, assumimos P;_1, j —1 > k e mostramos que
P;_1 — P; (fraca)

@ Mostramos Py, assumimos Py, Piy1,...,Pj—1,j—1> ke
mostramos que P;_; — P; (forte)
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Inducao Finita

Variacoes

@ E nada nos impede de fazer:

@ Mostramos Py, assumimos P;_1, j —1 > k e mostramos que
P;_1 — P; (fraca)

@ Mostramos Py, assumimos Py, Piy1,...,Pj—1,j—1> ke
mostramos que P;_; — P; (forte)

@ Nesse caso, apenas fizemos uma mudanca de
variavel, que pode vir a facilitar a prova matematica.

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Inducdo Fraca e Forte



Referencias

@ Gersting, Judith L. Fundamentos Matematicos para a Ciéncia
da Computagdo. 3a ed. LTC. 1993.

@ Manber, Udi. Introduction to Algorithms: A Creative
Approach. Addison-Wesley. 1989.

@ Ziviani, Nivio. Projeto de Algoritmos: com implementagoes
em Java e C++. Cengage. 2007.

@ Manber, Udi. Using Induction to Design Algorithms.
Communications of the ACM, 31(11). 1988.

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Indugdo Fraca e Forte



Referencias

@ https://pt.wikipedia.org/wiki/Abducdo_(l6gica_filoséfica)
@ https://pt.wikipedia.org/wiki/Método_dedutivo

@ https://pt.wikipedia.org/wiki/Método_indutivo

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Indugdo Fraca e Forte



Aula 05 — Inducao Fraca e Forte

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri
digiampietri@usp.br
@digiampietri

2023

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 05 — Indugdo Fraca e Forte



