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Definicao

Uma fungdo g(n) é Q(f(n)) se existirem constantes
positivas ¢ e m tais que 0 < cf(n) < g(n), para todo
n>m
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Definicao

Uma fungdo g(n) é Q(f(n)) se existirem constantes
positivas ¢ e m tais que 0 < cf(n) < g(n), para todo
n>m

o Informalmente, dizemos ¢ g(n)
que, se g(n) € Q(f(n)),
~ cf(n)
entdo g(n) cresce no .
minimo tao lentamente :
quanto f(n) m >n
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Definicao

Uma fungdo g(n) é Q(f(n)) se existirem constantes
positivas ¢ e m tais que 0 < cf(n) < g(n), para todo
n>m

o Informalmente, dizemos /% g(n)
que, se g(n) € Q(f(n)),
entdo g(n) cresce no . oftm
minimo tao lentamente :
quanto f(n) — >n
@ Trata-se entdo de um limite assintético inferior

para g(n)
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Notacdo €2

o 3n* +2n € Q(n*)?
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Notacdo €2

@ 3n® +2n € Q(n*)? Faremos demonstracdes
completas na lousa, mas seguem resumos a seguir.
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Notacdo €2

@ 3n® +2n € Q(n*)? Faremos demonstracdes
completas na lousa, mas seguem resumos a seguir.

e Fazendo ¢ = 1 temos 3n® +2n > n*, paran >0 (m = 0)
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Notacdo €2

@ 3n® +2n € Q(n*)? Faremos demonstracdes
completas na lousa, mas seguem resumos a seguir.

e Fazendo ¢ = 1 temos 3n® +2n > n*, paran >0 (m = 0)

° gnQ —2n € Q(n%)?
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Notacdo €2

@ 3n® +2n € Q(n*)? Faremos demonstracdes
completas na lousa, mas seguem resumos a seguir.

e Fazendo ¢ = 1 temos 3n® +2n > n*, paran >0 (m = 0)

° gnQ —2n € Q(n%)?

o Fazendo ¢ = 3 temos 3n* — 2n > 1n?, para n>2 (m = 2)

v
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@ Uma vez que 2 descreve um limite inferior para o
algoritmo, quando o usamos com o melhor caso
estamos também limitando o algoritmo com
qualquer entrada
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@ Uma vez que 2 descreve um limite inferior para o
algoritmo, quando o usamos com o melhor caso
estamos também limitando o algoritmo com
qualquer entrada

@ Quando dizemos que um algoritmo é Q(f(n)), isso
significa que, a despeito da entrada escolhida, o
tempo de execu¢do serd pelo menos ¢ x f(n), para
n suficientemente grande
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Notacdo w

Definicao

Uma fungdo g(n) é w(f(n)) se, para toda constante
¢ > 0, existe uma constante m > 0 tal que

0 < cf(n) < g(n), para todo n > m
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Notacdo w

Definicao

Uma fungdo g(n) é w(f(n)) se, para toda constante
¢ > 0, existe uma constante m > 0 tal que

0 < cf(n) < g(n), para todo n > m

@ Informalmente, dizemos que, se g(n) € w(f(n)),
entdo g(n) cresce mais rapidamente que f(n)
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Notacdo w

Definicao

Uma fungdo g(n) é w(f(n)) se, para toda constante
¢ > 0, existe uma constante m > 0 tal que

0 < cf(n) < g(n), para todo n > m

@ Informalmente, dizemos que, se g(n) € w(f(n)),
entdo g(n) cresce mais rapidamente que f(n)

e Intuitivamente, na nota¢do w a fungdo g(n) tem crescimento
muito maior que f(n) quando n tende para o infinito
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Notacdo w

Definicao

Uma fungdo g(n) é w(f(n)) se, para toda constante
¢ > 0, existe uma constante m > 0 tal que

0 < cf(n) < g(n), para todo n > m

@ Informalmente, dizemos que, se g(n) € w(f(n)),
entdo g(n) cresce mais rapidamente que f(n)
e Intuitivamente, na nota¢do w a fungdo g(n) tem crescimento
muito maior que f(n) quando n tende para o infinito
g(n)

e Ou seja, nIer;Om =
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Diferenca entre ) e w

° Q(f(n)) = é

): existem constantes positivas c e
m tais que C

g(n
< cf(n) < g(n), para todo n > m}
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Diferenca entre ) e w

e Q(f(n)) = {g(n): existem constantes positivas ¢ e
m tais que 0 < c¢f(n) < g(n), para todo n > m}
o A expressdo 0 < cf(n) < g(n) é valida para alguma
constante ¢ > 0
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Diferenca entre ) e w

e Q(f(n)) = {g(n): existem constantes positivas ¢ e
m tais que 0 < cf(n) < g(n), para todo n > m}
o A expressdo 0 < cf(n) < g(n) é valida para alguma
constante ¢ > 0

e w(f(n)) = {g(n): para toda constante positiva c,
existe uma constante m > 0 tal que
0 < c¢f(n) < g(n), para todo n > m}.
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Diferenca entre ) e w

e Q(f(n)) = {g(n): existem constantes positivas ¢ e
m tais que 0 < cf(n) < g(n), para todo n > m}
o A expressdo 0 < cf(n) < g(n) é valida para alguma
constante ¢ > 0

e w(f(n)) = {g(n): para toda constante positiva c,
existe uma constante m > 0 tal que
0 < c¢f(n) < g(n), para todo n > m}.

e A expressdo 0 < cf(n) < g(n) é vélida para toda constante
c>0
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Diferenca entre ) e w

e Q(f(n)) = {g(n): existem constantes positivas ¢ e
m tais que 0 < cf(n) < g(n), para todo n > m}
o A expressdo 0 < cf(n) < g(n) é valida para alguma
constante ¢ > 0

e w(f(n)) = {g(n): para toda constante positiva c,
existe uma constante m > 0 tal que
0 < c¢f(n) < g(n), para todo n > m}.

e A expressdo 0 < cf(n) < g(n) é vélida para toda constante
c>0

@ w esta para 2 da mesma forma que o esta para O
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Notacdo w

n2

* 5 € w(n)?
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Notacdo w

n2

* 5 € w(n)?

2
n
@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn
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Notacdo w

n2

* 5 € w(n)?

2
n
@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn

° = g > ¢ (dividindo ambos os lados por n)
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Notacdo w

n2

* 5 € w(n)?

2
n
@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn

° = g > ¢ (dividindo ambos os lados por n)

e = n>2c
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Notacdo w

n2

o — cw(n)?
2
2
@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn

° = g > ¢ (dividindo ambos os lados por n)

e = n>2c

e Ou seja, para todo valor de ¢, um m que satisfaz a definicao
ém=2c+1 (poisn>men>2c)
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Notacdo w
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Notacdo w

n2

2
n
@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn®
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Notacdo w

2
n
@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn®

2
n 1
e Mas > > cn’ = 5 > ¢ (caso em que vale para todo n > 0)
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Notacdo w

n? )

@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn
n? , 1

e Mas = >c (caso em que vale para todo n > 0)

2

@ Ou seja, ndo ha m tal que, para todo c e n > m, > > cn?
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Notacdo w

n? )

@ Buscamos um m tal que, para todo c e n > m, > > cn
n? , 1

e Mas = >c (caso em que vale para todo n > 0)

2

@ Ou seja, ndo ha m tal que, para todo c e n > m, > > cn?

2
e Logo, ) ¢ w(n?)
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Definicao

Uma fungdo g(n) é ©(f(n)) se existirem constantes
positivas ci, ¢; e m tais que 0 < ¢;f(n) < g(n) < &f(n)
para todo n > m
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Definicao

Uma fungdo g(n) é ©(f(n)) se existirem constantes
positivas ci, ¢; e m tais que 0 < ¢;f(n) < g(n) < &f(n)
para todo n > m

@ Informalmente, dizemos f. 8 ¢, f(n)

que, se g(n) € ©(f(n)),
entdo g(n) cresce tdo
rapidamente quanto

g(n)
¢, f(n)




Definicao

Uma fungdo g(n) é ©(f(n)) se existirem constantes
positivas ¢;, ¢, e m tais que 0 < ¢1f(n) < g(n) < cf(n)
para todo n > m

@ Informalmente, dizemos f. 8 ¢, f(n)

que, se g(n) € ©(f(n)), -
entdo g(n) cresce tdo : &
. | clf(n)
rapidamente quanto
f(n) p >n
@ Trata-se de um limite assintético firme para g(n)
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Notac3o ©

3
° §n2 —2n € ©(n?)?
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Notac3o ©

3
° §n2 —2n € ©(n?)?

: 3
o Queremos ¢; e ¢, tais que ¢ n? < §n2 —2n< cn®
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Notac3o ©

3
° §n2 —2n € ©(n?)?

3
o Queremos ¢; e ¢, tais que ¢ n? < > 2 _2n< gn?
1 3
o Fazendo ¢; = 5 e c = 5 temos que
1 3, 3,
§n2<§ —2n<§n para n>2(m=2)
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Notac3o ©

3
° §n2 —2n € ©(n?)?

e Queremos ¢; e ¢, tais que cin® < =n®> —2n < n?

N W

1 3
e Fazendo ¢ = 5 e = 5 temos que

1 3 3

“n? < Zn*—2n< Zn? paran>2(m=2)
2 2 2

e OQOutras constantes podem existir, mas o importante é que
existe alguma escolha para as trés (m, ¢; e )
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Notac3o ©
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Notac3o ©

Mas...

° gn2—2n€ o(n?), poisg —2n<2 .
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Notac3o ©

Mas...

° gn2—2n60(n) pms%n —2n<3 .

oe%n2—2n€Q(n) pois
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Notac3o ©

Mas...

° gn2—2n60(n) pms%n —2n<g

°e %nQ —2n € Q(n?), pois =n* < —2n

I\)Il—\
I\JIOO

@ Serd coincidéncia?
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Notac3o ©

Mas...

° gn2—2n60(n) pms%n —2n<g

°e %nQ —2n € Q(n?), pois =n* < —2n

I\)Il—\
I\JIOO

@ Serd coincidéncia?
e N3o!
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Notac3o ©

Mas...
° gn2—2n€ O(n?), pois gn —2n<2 .
1
°e %nQ —2n € Q(n?), pois §n2 < gn2 —2n

@ Serd coincidéncia?
e Nao!

@ Se g(n) € O(f(n)) e g(n) € Q(f(n)), entdo
g(n) € ©(f(n))
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Notac3o ©

seja...
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Notac3o ©

e, f(n)

g(”)
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Notac3o ©

e, f(n)

g(n) g(n)
¢, f(n)

on T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 04 — Andlise Assintética de Algoritmos:



Notac3o ©

0, =F Q = ©

f.8 » f g f.8 )
c,f(n) e, f(n)

g(n) g(n) g(n)
¢, f(n) : ¢, f(n)
n " m " m "
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Notac3o ©

0, =F Q = ©

f.8
c,f(n) c,f(n)
g(n) g(n) g(n)
¢, f(n) ¢, f(n)
m

@ Quando g(n) = ©(f(n)), podemos dizer que, para
todo n > m, g(n) é igual a f(n) a menos de uma
constante.
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Notac3o ©

E para ©7 Existe um 6 (theta pequeno)?
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Notac3o ©

E para ©7 Existe um 6 (theta pequeno)?
@ Um 0(n) = o(n) + w(n)?
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Notac3o ©

E para ©7 Existe um 6 (theta pequeno)?
@ Um 0(n) = o(n) + w(n)?

. g(n) _
@ Lembre que o(n) = nll_g)lom =0
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Notac3o ©

E para ©7 Existe um 6 (theta pequeno)?
@ Um 0(n) = o(n) + w(n)?

. g(n) _
@ Lembre que o(n) = nll_g)lom =0

. g(n) _
e E que w(n) = n||_>rro10 ) 00
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Notac3o ©

E para ©7 Existe um 6 (theta pequeno)?
@ Um 0(n) = o(n) + w(n)?

. g(n) _
@ Lembre que o(n) = nll_g)lom =0

. g(n) _
e E que w(n) = n||_>rro10 ) 00

@ Como ent3o lim g(n)
n—00 f(n)

=0e o0?
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Notac3o ©

E para ©7 Existe um 6 (theta pequeno)?
@ Um 0(n) = o(n) + w(n)?

. g(n) _
@ Lembre que o(n) = nll_g)lom =0

. g(n) _
e E que w(n) = n||_>rro10 ) 00

@ Como entdo lim g(n) =0 e c0? N3o ha 6(n)
n—oo f(n)
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Classes de Comportamento Assintoético

@ Uma vez que O, o, €, w e © referem-se a conjuntos
de fun¢des, podemos dizer que, se f(n) € O(g(n)),
entdo f(n) é da classe O(g(n))
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Classes de Comportamento Assintoético

@ Uma vez que O, o, €, w e © referem-se a conjuntos
de fun¢des, podemos dizer que, se f(n) € O(g(n)),
entdo f(n) é da classe O(g(n))

@ A relacao entre as
classes entao fica:
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Classes de Comportamento Assintoético

Exemplos de classes

e f(n) € O(1): complexidade constante
e f(n) € O(log(n)): complexidade logaritmica
e f(n) € O(n): complexidade linear

(
(
(
e f(n) € O(n?): complexidade quadrética
e f(n) € O(n®): complexidade ctbica

(c

f(n) € O

"), ¢ > 1. complexidade exponencial

@ etc
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3o assintdtica em equacoes e inequacoes

@ Podemos usar a notacdo assintética como parte de
expressoes
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3o assintdtica em equacoes e inequacoes

@ Podemos usar a notacdo assintética como parte de
expressoes

@ Representando assim fungdes cuja especificacdo nao nos
interessa, e eliminando detalhes n3o essenciais, como
operagoes nao relevantes num algoritmo, por exemplo
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3o assintdtica em equacoes e inequacoes
@ Podemos usar a notacdo assintética como parte de
expressoes
@ Representando assim fungdes cuja especificacdo nao nos
interessa, e eliminando detalhes n3o essenciais, como
operagoes nao relevantes num algoritmo, por exemplo
o Ex:

e Em vez de 2n* +3n + 1, podemos escrever 2n? + ©(n)
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3o assintdtica em equacoes e inequacoes
@ Podemos usar a notacdo assintética como parte de
expressoes
@ Representando assim fungdes cuja especificacdo nao nos
interessa, e eliminando detalhes n3o essenciais, como
operagoes nao relevantes num algoritmo, por exemplo
o Ex:
e Em vez de 2n* +3n + 1, podemos escrever 2n? + ©(n)

o Isso equivale a dizer que 2n? 4+ 3n + 1 = 2n? + f(n), onde
f(n) € ©(n)
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3do assintdtica em equacoes e inequacoes

@ Em alguns casos, usamos a notag¢do do lado
esquerdo de equacgoes
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3do assintdtica em equacoes e inequacoes

@ Em alguns casos, usamos a notag¢do do lado
esquerdo de equacgoes

o Ex: 2n° + O(n) = ©(n?)
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3do assintdtica em equacoes e inequacoes

@ Em alguns casos, usamos a notacao do lado
esquerdo de equacoes

e Ex: 2n* + ©(n) = ©(n?)

@ Com isso, estamos dizendo que, independentemente da

funcdo escolhida a esquerda do ‘=', existe ao menos uma
escolha para a funcdo a direita, de modo a tornar a equacio
vélida
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Classes de Comportamento Assintoético

Notac3do assintdtica em equacoes e inequacoes

@ Em alguns casos, usamos a notacao do lado
esquerdo de equacoes

e Ex: 2n* + ©(n) = ©(n?)

@ Com isso, estamos dizendo que, independentemente da

funcdo escolhida a esquerda do ‘=', existe ao menos uma
escolha para a funcdo a direita, de modo a tornar a equacio
vélida

@ Nesse caso, estamos dizendo que, para qualquer funcao
f(n) € ©(n), existe alguma funcdo g(n) € ©(n?) tal que
2n? + f(n) = g(n), para todo n
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Classes de Comportamento Assintoético

Notacdo assintdtica em equacdes e inequacoes

@ Podemos também encadear essas relacoes
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Classes de Comportamento Assintoético

Notacdo assintdtica em equacdes e inequacoes

@ Podemos também encadear essas relacoes

e Ex:
2n +3n+1 = 2n?+ ©(n)

2n2 +0©(n) = O(n?)
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Classes de Comportamento Assintoético

Notacdo assintdtica em equacdes e inequacoes

@ Podemos também encadear essas relacoes

e Ex:
2n +3n+1 = 2n?+ ©(n)
2n2 +0©(n) = O(n?)

e A primeira equagdo diz que hd alguma fungdo f(n) € ©(n)
tal que 2n? +3n+ 1 = 2n? + f(n), para todo n

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 04 — Andlise Assintética de Algoritmos:



Classes de Comportamento Assintoético

Notacdo assintdtica em equacdes e inequacoes
@ Podemos também encadear essas relacoes

e Ex:
2n +3n+1 = 2n?+ ©(n)
2n° +0(n) = O(n?)

@ A primeira equagdo diz que ha alguma fungdo f(n) € ©(n)
tal que 2n? +3n+ 1 = 2n? + f(n), para todo n
e A segunda diz que, para qualquer fun¢do g(n) € ©(n), ha

alguma funcdo h(n) € ©(n?), tal que 2n> + g(n) = h(n),
para todo n
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:

Norton T. Roman & Luciano A. Digiampietri Aula 04 — Andlise Assintética de Algoritmos:



Propriedades das Classes

@ Reflexividade:

o f(n) = O(f(n))
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n)=Q(f(n))
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))
o f(n) =0©(f(n))
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))
o f(n) =0©(f(n))

@ Simetria:
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))
o f(n) =0O(f(n))
@ Simetria:
e f(n) € ©(g(n)) se e somente se g(n) € ©(f(n))
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))
o f(n) =0O(f(n))
@ Simetria:
e f(n) € ©(g(n)) se e somente se g(n) € ©(f(n))

@ Simetria Transposta:
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))
o f(n) =0O(f(n))
@ Simetria:
e f(n) € ©(g(n)) se e somente se g(n) € ©(f(n))

@ Simetria Transposta:
e f(n) € O(g(n)) se e somente se g(n) € Q(f(n))
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Propriedades das Classes

@ Reflexividade:
o f(n) = O(f(n))
o f(n) =Q(f(n))
o f(n) =0O(f(n))
@ Simetria:
e f(n) € ©(g(n)) se e somente se g(n) € ©(f(n))

@ Simetria Transposta:
e f(n) € O(g(n)) se e somente se g(n) € Q(f(n))
o f(n) € o(g(n)) se e somente se g(n) € w(f(n))
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Propriedades das Classes

@ Transitividade:
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Propriedades das Classes

@ Transitividade:
e Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € ©(h(n)), entdo f(n) € ©(h(n))
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Propriedades das Classes

@ Transitividade:
e Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € ©(h(n)), entdo f(n) € ©(h(n))
e Se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entdo f(n) € O(h(n))
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Propriedades das Classes

@ Transitividade:
e Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € ©(h(n)), entdo f(n) € ©(h(n))
e Se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entdo f(n) € O(h(n))
e Se f(n) € Q(g(n)) e g(n) € Q(h(n)), entdo f(n) € Q(h(n))
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Propriedades das Classes

@ Transitividade:

e Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € ©(h(n)), entdo f(n) (h(n))
e Se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entdo f(n) € O(h(n))
e Se f(n) € Q(g(n)) e g(n) € Q(h(n)), entdo f(n) € Q(h(n))
o Se f(n) € o(g(n)) e g(n) € o(h(n)), entdo f(n) € o(h(n))
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Propriedades das Classes

@ Transitividade:

n)), entdo f(n) € ©(h(n))
n)), entdo f(n) € O(h(n))
), entdo f(n) € Q(h(n))

, entdo f(n) € o(h(n)
w(h(n)), entdo f(n) € w(h(n

° e €
° e S
e Se f(n) € Q(g(n)) e g(n)
° € S
° e S

)
)
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